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最 近 .15 一 20 年 , 在 物理 学 的 不 同 鳃 续 内 ,对 非 线 性 波动 
过 程 进行 了 大 量 研究 ， 这 首先 ( 除 经 典 流 休 动 力学 问题 外 } 涉 
及 等 离子 体 理 论 和 非 线性 光学 的 各 种 问题 ， 在 非 线 性 被 动 理 
论 的 发 展 过 程 中 ,出 现 了 一 些 最 篇 单 的 < 典型 " 非 线性 波动 方 
程 ,在 某 种 意义 上 这 些 方程 具有 普 适 性 质 , 就 象 经 典 的 线性 达 
朗 贝 尔 方程 那样 ， 在 各 种 物理 现象 问题 中 都 可 以 遇 到 它们 . 
例如 熟知 的 KdV 方程 ， 非 线性 巷 定 谓 方 程 和 sin-Gondon ' 方 
程 , 都 属于 这 类 方程 。 这 些 方程 (至 少 在 一 维 情形 下 都 具有 
突出 的 数学 性 质 。 它 们 含有 一 种 隐藏 的 代数 对 称 性 一 一 利用 
对 辅助 线性 算 子 的 逆 问题 方法 可 导 至 “可 积 性 ”， 本 书 主要 论 
述 这 种 数学 方 社 和 它 的 推广 ,因此 ,本 书 的 家 前 爆 中 可 能 结 合 
介绍 一 些 关 于 诸如 散射 理论 ， 黎 曼 曲面 理论 和 哈密 顿 系 统 想 
论 等 等 的 必需 知识 ,来 对 这 一 方法 作 基 本 论 三 .本 韦 有 一 章 是 
专门 讨论 太 范 围 时 间 内 解 的 汤 近 行为 问题 . 存 某 些 情 况 下， 
这 一 章 的 一 些 重要 的 定性 结果 也 可 用 与 散射 理论 无 关 《 氟 第 
四 章 $4) 的 类 似 于 波 戌 留 波 夫 等 人 的 经 典 “ 平 均值 方法 “而 得 
到 . | | 

在 引 论 中 , 我 们 将 针对 一 些 具 体 物 香 问 题 来 推导 出 Kdv 
方程 和 非 线 性 磷 定 油 方程, 以便 说 明 它们 的 “ 普 适 性 ”，. 

逆 散 射 间 题 方法 最 旱 见 于 Gardner，Green，Kruskal 和 
Miura 的 论文 中 ， 目 前 关于 逆 问 题 方法 已 有 几 百 篇 文章 ,要 对 
它们 作 综 合 评论 是 非常 困难 的 ， 本 书 所 引用 的 文献 [1 一 26]， 
只 不 过 是 一 些 发 展 这 种 新 方法 的 综述 评论 和 论文 集 . 帮 者 认 
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为 必须 补充 一 些 主要 工作 的 文献 ， 因 为 本 书 的 内 容 就 是 以 这 
些 文章 为 依据 的 ， 它 们 是 : ”第 一 章 的 【27 一 f0]， 第 二 章 的 
[41 一 51], 第 三 章 的 [52 一 59,。63], 第 四 童 的 [60 一 621, 

下 面 我 们 对 重要 六 说 [3] 发 表 之 前 的 孤子 理论 作 一 些 简 

单 的 历史 回顾 . 
“儿子 解 ( 对 洲 面 长 波 解 来 说 ) 首 先 由 Boussineng 在 1872 年 
得 到 。 1895 年 ， Korteweg-deVries 得 到 了 Korteweg-deVries 
《KdvV) 方 程 ,并 得 到 了 它 的 周期 性 ( 极 浅水 (cnoidul)) 访 ,这 种 
该 是 用 椭圆 函数 来 琅 示 的 ”。 在 以 后 年 代 里 ， 这 些 结果 进 一 
步 精确 化 了 、 一 直到 JIaapearbee 和 Friedrichs 严格 证 明了 
.在 有 限 深度 被 面 上 存在 有 孤子 解 ;这 时 期 的 历史 发 展 ,可 参阅 
Stocker 写 的 那 本 非常 好 的 书 09, 

由 于 等 离子 体 物理 的 研究 ,又 重 新 引起 了 对 孤子 的 兴趣 ， 
.1958 年 ， CarreeBtm -证 明子 孤子 也 可 以 在 等 离子 体内 传播 ， 
它 完全 类 似 于 被 曾 上 的 孤子 。Gardner 和 Morikawa 中 确定 了 
描述 强 磁场 中 等 离子 体 方 程 和 浅水 波 方 程 之 间 的 明显 类 似 
性 ,从 这 时 开始 , 便 得 到 KdV 方程 的 普遍 物理 特性 不 久 就 明 
确 了 它 可 以 应 用 到 各 种 波动 问题 上 (参看 Whithem 专著 
[15a])。 赔 时 在 非 线 性 光学 领域 内 的 进展 (参看 AxManoB 和 
Xoxnos 的 专著 四 以 及 BnomGepren 的 专著 中), 导致 了 对 三 波 
参量 相互 作用 问题 的 研究 、 稍 后 不 久 便 得 到 了 非 线 性 薛 定 请 
方程 (参看 KamoMmrea，Kaprvaa 的 文章 四 )， 

在 发 现 逆 问 题 方 法 之 前 ，Kdy 方程 的 数值 模拟 工作 已 经 
开始 。 早 在 1954 年 ，Fermi， Pasta，Ulam 〈 见 [16]) 就 用 
电子 计算 机 研究 非 线性 振子 链 的 行为 ， 发 现 了 这 种 动力 系统 
有 反常 慢 的 随机 性 质 ，1964 年 ,Kruskal 和 Zabusky 《 见 [3]) 


# 实际 上 * 这 种 坡 可 写成 梢 贺 靖 数 Cm 的 形式 ， 故 也 避风 Ca。 状 该 ;但 以 下 
通 评 成 “ 极 视 术 波 ”一 译注 ， 
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用 数字 模拟 方法 ， 发 现 了 Kdv 孤子 之 疗 的 碰 擅 是 弹性 碰 擅 . 
这 个 结果 推动 了 新 的 解析 研究 . 不 久 发 现 了 无 穷 多 守恒 律 、 
最 后 ,在 1967 年 .这 种 发 展 导致 发 现 逆 散 射 间 是 方法. 

接着 由 于 以 F 工 作 ,这 种 方法 得 到 了 进一步 发 展 :在 文章 
[3] 工作 的 基础 上 很 快 揭 开 了 代数 机 制 (P. Lax 1968)， 然 
后 又 把 KdV 方程 构成 哈密 顿 体系 (C.S. Gardner, B.E.3axpoB， 
J1.I.qannees, 1971)。70 年 代 初 发 现 了 其 它 一 些 能 用 逆 问 题 
方法 进行 积分 的 重要 非 线性 方程 。 其 中 包括 非 线性 薛 定 谓 方 
程 ，sin-Gordon 方程 等 等 。 寻找 周期 性 解 的 程序 。 要 求 深入 
地 利用 哈密 顿 形式 ,并 引 人 代 数 几何 方法 ,因此 到 1974 一 75 
年 才 发 现 , 甚 至 对 KdV 方程 也 是 如 此 。 文章 [6] 概 括 了 这 时 = 
期 的 进展 .最 近 几 年 的 发 展 方向 是 ，1) 发 现 了 用 逆 问 题 方法 
(或 它 的 推广 ) 来 积分 的 新 的 重要 物理 系统 ; 2) 为 了 求解 ,发 
展 了 散射 理论 和 代数 几何 方法 ; 3) 建立 和 研究 了 能 保持 准确 
可 积 的 相对 论 不 变 的 量子 模型 ， 

作者 认为 ,目前 所 积累 的 精确 解 的 知识 ,还 很 少 用 来 计算 
具体 的 物理 效应 .我 们 希望 本 书 介 绍 的 全 部 必要 技术 ,将 会 促 
进 这 种 方法 的 广泛 应 用 ， 毫 无 疑问 , 这 种 方法 乃 是 二 十 世纪 
数学 物理 方面 最 新 奇 的 发 现 之 一 . 
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引 论 ” 弱 非 线性 和 色散 


众所周知 ,在 各 种 极 不 相同 的 均匀 介质 中 ,范围 广泛 的 一 
类 波动 过 程 可 用 下 列 波动 方程 来 擂 述 


er " Bx 
它 描述 以 恒定 速度 we 传播 的 非 误 减 波 .导出 这 个 方程 利用 了 


”三 种 基本 情况 ， 首先 ,不 存在 耗 散 ,这 表示 方程 (1) 相对 于 时 


间 反 演 , 即 作 z: 一 一 上 代 换 是 不 变 的 . 其 次 ; 振动 的 振幅 应 当 
足够 小 , 在 这 种 情况 下 > 对 振动 量 罗 的 非 线 性 项 很 小 ,以 致 可 
以 忽略 。 最 后 ,在 所 研究 的 长 波 范 围 内 应 当 不 在 在 色散 , 即 传 


播 速度 不 依赖 于 频率 和 波长 . 通常 (我 们 将 首先 考虑 这 种 情 


况 ) 这 相当 于 波长 充分 长 的 极限 情况 . 
我 们 要 再 次 强调 方程 (1) 的 普 适 性 , 这 种 方程 的 形式 与 
具体 介质 性 质 无 关 ; 介 质 性 质 仅 影响 速度 值 wo. 如 果 不 忽略 耗 
散 、 非 线性 和 色散 ,这 种 普 适 性 自然 也 就 消失 了 . 每 种 介质 将 
用 各 自 特定 的 方程 系统 来 描述 ， 但 如 果 不 完 全 忽略 上 面 所 指 
出 的 效应 ,而 只 是 认为 它们 很 小 , 那么 对 许多 现象 , 可 以 重新 
得 到 形式 相同 的 方程 . 
”Korteweg-deVries 方程 ， 首 先 产 生 的 问题 是 ,这 些小 修正 
是 否 会 导致 一 些 新 的 定性 效应 。 否则 , 这 些小 修正 就 完全 没 
有 意义 了 . 不 过 很 容易 理解 ， 如 果 过 程 持 继 时 间 足 够 长 ， 那 
么 上 面 所 指出 的 全 部 效应 可 使 解 发 生 本 质 的 改变 。 实际 上 ， 


” 妈 使 是 很 小 的 能 量 耗 散 ， 经 过 足够 长 时 间 ， 也 会 导致 波 的 衰 


减 .。 色散 导致 波 包 散 开 , 经 过 是 够 长 时 间 , 同样 会 使 解 变 形 ， 


s 人 


以 致 模糊 不 清 ， 至 于 非 线性 效应 ， 会 导致 解 的 " 波 阵 面 的 着 
可 的 . 

现在 我 们 的 且 的 在 于 得 到 一 个 近似 方程 ， 它 能 正确 地 描 
述 这 些 “ 小 修正 的 大 效应 ”。 这 里 我 们 仅 限 于 讨论 保守 系 绕 ， 
仍 同 前 面 一 样 ,这 意味 着 完全 忽略 耗 散 ， 

方程 (1) 的 解 可 表 为 两 个 运动 方向 相反 的 行 波 之 和 : 

$= br 一 zol) 十 balx + ot). (2) 

不 难 证 明 , 当 考虑 的 非 线性 和 色散 很 小 时 , 则 可 把 两 个 方向 的 
行 波 都 看 作 是 独立 的 .其 物理 原因 是 这 两 个 波 彼此 相对 运动 
是 够 快 ,以 致 修正 的 积累 "来 不 及 发 生 . 这 一 点 可 使 问题 大 大 
简化 . 《2) 中 的 每 一 个 行 波 都 满足 一 阶 方程 ,其 中 沿 x 轴 正 向 
、 运 动 的 行 波 满 足 方程 


Ca . (3) 


这 样 ,我 们 还 需要 求 出 对 这 个 方程 的 修正 ， 

确定 与 色散 有 关 的 修正 是 最 简单 的 . 设 在 我 们 的 介质 中 
线性 波 的 精确 色散 律 为 : z 
0 = Ru(k). (4) 
当 一 时 ,速度 于 应 趋 于 oe 在 一 般 情 况 下 ， u(K) 是 控 
的 寡 次 展开 的 解析 函数 . 容易 理解 ,在 不 存在 耗 散 情况 下 ，, 它 
是 按 马 的 寡 次 展开 的 。 实 际 上 ,色散 律 (4) 是 以 某 个 实 系数 
的 线性 微分 方程 系统 得 到 的 . 因此 这 种 系统 的 解 可 以 表示 为 
iw 依赖 于 芭 的 形式 , 其 系数 是 实数 .为 使 (4) 中 的 吧 是 实 
的 (这 表示 无 耗 散 )，* 必须 按 六 的 侦 次 短 展 开 . / 

考虑 到 上 上述 理由 , 当 克 很 小 时 , 仅 顾及 到 一 阶 修正 ,函数 
ok&) 可 写成 ， 

co = Wok 一 Bk. (5) 

立即 看 出 ,为 了 得 到 正确 的 色散 律 (5), 对 (3) 式 必 须 加 上 三 


人 凡 上 


阶 导 数 项 ; 


8p pb 2 四 
3 tw th -0. (6) 


史 在 着 手 研究 作 线 住 。 如 果 基 下 到 我 们 这 里 所 研究 的 是 


保守 系统 ， 那 么 全 部 作法 就 方便 得 多 了 ， 因 为 保守 系统 总 是 ， 


存在 某 些 量 的 精确 守恒 律 . 《实际 上 所 谈 的 可 以 是 粒子 数 守 
恒 )。 从 这 些 守 恒 律 中 写 出 其 中 的 一 个 : 
Bp ,Bj . 
By + 一 0， (7) 
( 即 然 在 线性 近似 中 所 有 振动 量 都 满足 同一 波动 方程 , 因 
此 总 可 以 认为 方程 (1) 正好 描述 守恒 量 少 的 扰动 .) 问题 在 
于 ,如 何 用 几 来 近似 表示 流 1。 从 (7) 与 (6) 中 看 到 ,在 的 
线性 近似 下 ,7 一 wow + 88%/9xr*。 在 进一步 近似 下 会 出 现 
省 的 平方 项 : 


jmp + p+ 了， 


其 中 是 常数 .结果 我 们 得 到 只 考虑 保留 一 阶 修正 的 待 求 方 
程 : 


Op, Ob po er_ 
9 (8) 
现在 作 变 量 代 换 
: Em bb 
于 是 方程 归结 为 标准 的 KdV 方程 : 
On 281，o00 
有 十 Brest” BE 0, 《8a ) 


为 了 训 免 误解 ,我 们 提醒 一 下 , 当 不 存在 色散 项 和 非 线性 

项 的 特殊 关系 时 ,以 上 论述 应 囊括 最 普遍 的 情形 .但 可 能 有 这 

样 的 情形 ,由 于 存在 对 称 性 ,结果 使 ; 按 由 的 展开 式 中 可 能 只 
。 3 。 


有 奇 次 项 ,这 时 在 〈8a) 中 出 现 非 线性 项 全， 其 至 ji(#) 可 
能 是 更 复杂 的 非 解析 关系 . 上 述 推 导 KdV 方程 的 过 程 在 实 


际 人 问题 讨论 中 是 很 方便 的 ， 因 为 这 可 以 独立 地 确定 系数 «和 


4。 

下 面 举 几 个 例子 来 说 明 这 种 情况 . 首先 我 们 确定 介质 的 
流体 动力 学 中 的 系数 a, 该 介质 的 状态 方程 是 多 方 指数 形式 : 
P 一 Cor。〈 对 比 热 为 常数 的 理想 气体 绝热 运动 情形 > 值 等 
于 定 压 比 热 与 定 容 比 热 之 比 C5/C,) 作 为 由 可 选 密度 变化 


p(p 一 po 十 p ,其 中 po 是 未 扰动 密度 ). 这 时 方程 2) 相当 : 


于 连续 方程 ， z 
Op (0oV) : 
Or + Or *， (9) 
该 方程 应 补充 上 尤 拉 方程 
: Orv. 16r 1090p (10) 
Ox 2 Or 2 Ox 


准确 到 二 阶 项 ,? 与 w 之 间 的 关系 可 写成 p 一 志 一 属 (p + 
cz *), 其 中 mm 一 (dp/dp)”” 为 “未 扰动 ” 波 速 。 因 此 方 


Po0 
程 组 (9), (10) 可 表示 为 / 
Op 十 po ,7 -一 DCox) xz) (11) 
Or "Ox Or 
Or -mop _ ur-1) op 1 Ov 
Oz po Ox 2 ps Ox 2 Oxr 


《准确 到 二 阶 项 . ) 从 上 两 个 方程 中 消去 v, 为 此 把 第 一 个 方程 


对 + 微 商 ,而 通过 第 二 个 方 求 出 9v/8, 我 们 得 到 
Ca 


。 4 。 


Po) i Or 1 wr ol Op (12) 


OrDr 2 .Bx 2 po Ox’ 
现在 对 (12) 式 的 左边 可 作 相 当 准 确 的 代 换 : 
-9 一 tu 9_ ~ —2u 9 
8/ " Ox “Br” 


而 (12) 式 右边 假定 ~ 一 二 及 ” 汪 包 po (后 一 近 
似 等 式 可 以 从 前 者 和 (11) 中 任何 一 个 方程 中 得 到 .) 把 方程 左 
右 两 边 的 符号 她- 去 掉 后 ,我 们 得 到 。 值 : 


一 tl (13) 
2po | 


当 7 7; 时 ,我 们 把 所 得 到 的 结果 应 用 到 无 碰撞 等 离 
子 体 中 的 离子 -声波 这 一 重要 情况 . 在 这 种 情况 下 ,忽略 离子 
速度 的 热 散射 ,对 离子 可 利用 流体 动力 学 方程 : 
Dr ,Or 一 一 222 (14) 
Or Ox M Ox 
(M 是 离子 的 质量 )。 而 电子 可 按 玻 耳 兹 曼 分 布 : 
Ne 一 Znoe’? Te 
、《m 为 离子 的 平衡 密度 ), 因 此 位 能 ? 的 泊 松 方程 为 
Ag = —4xe(Zn; 一 Znoe'r Te). : (15) 
为 了 确定 系数 ga, 我 们 忽略 了 色散 , 这 相当 于 略 去 《15) 中 的 
二 阶 和 导数 项 .于 是 代替 (15 ) 得 到 准 中 人 性 条 件 


< 一 in 二 


1. Tio 


从 此 式 得 出 的 ep 代入 (14) 中 ,我 们 得 到 
Ov yg Ov ZI Vn | (16) 


这 就 是 流体 动力 学 方程 ,声速 mw 一 VZT-/ M ,多 方 指数 7 一 


s 9 ~ 


1。 因 此 对 这 种 情况 


x 心 _to_ 一 /2 (17) 
M no M Mno 
为 了 确定 系数 8， 我 们 把 方程 (14) 线性 化 ,而 把 所 有 量 都 认 
为 ez 一 ol 。 
一 fo 一 一 大 Zep/1M， 
利用 让 松 方程 
(ee + )? 一 4xZ en 


和 连续 性 方程 
—iwn: + iknow 一 0， 


使 上 面 方程 组 行列 式 等 于 零 , 我 们 便 求 出 色散 律 


ZT 上 ZT 1 /ZT 
= e 上 十 2 门 ? 2 一 eh __ e 3 门 ? 
0 /2 《4(I + &D’) ry 《 了 V2 kD’, 


其 中 DD 一 VT./(4xZme?) 是 等 离子 体 中 电子 的 德 拜 屏蔽 半 
径 . 因此 ,我 们 确定 了 方程 (8) 在 这 种 情况 下 的 第 二 个 系数 : 
8 = 1/2D’VZT./M. (18》 
应 用 KdV 方程 的 经 典 例子 力 是 波 在 浅水 中 传播 问题 。 
(Korteweg 和 de Vries 在 1895 年 正 是 就 这 个 问题 得 出 了 这 个 
方程 .) 首 先 考虑 求 系数 a。 因 此 我 们 写 出 长 波 极 限 情形 下 的 
方程 (> 0)。 设 4 为 流体 振动 层 的 厚度 。 当 认为 液体 是 不 
可 压缩 时 及 孝 虑 到 浅水 层 液体 实际 上 顺 着 表面 流动 ， 我 们 写 
出 连续 性 方程 


Ok 上 0(hv) 0, (19) 
Oz Ox 
而 速度 方程 为 z 
Ov Ov oh 
yo (2 
1 "Ox Sx” (20) 


因为 随 着 4 的 改变 ,液体 势能 改变 量 为 LU 一 gpdh. 
因而 , 如 果 把 五 看 作 密度 ,而 压力 等 于 882/2， 那 么 方程 ， 
组 (19),(20) 形式 上 又 同 流体 动力 学 方程 组 一 致 , 于 是 
uo 一 gho, 7 = 2 (21) 
因此 在 的 方程 中 
ec=3/2Vglho,. 
为 了 确定 系数 8, 需 解 厚度 为 加 的 该 层 中 以 有 限 波 长 振 
动 的 线性 化 问题 . 对 这 种 情况 ,( 参 看 [14]) 色 散 律 为 
~ Vgh [Rk — 1/2Ckho)"]. 
因此 ,在 这 种 情况 下 
8 一 1/2Wgi hi. (22) 
非 线性 薛 定 刘 方 程 . 一 般 来 讲 , 在 上 面 讨 论 波 的 传播 方 
程 中 ， 其 非 线性 项 同 流体 动力 学 中 的 非 线性 项 有 着 共同 的 特 
点 ,二 者 都 是 用 同一 时 刻 的 振动 量 及 其 导数 来 表示 的 . 因此 
可 以 说 , 这 些 非 线 性 项 具有 “ 定 域 ” 性 质 。 倘若 初始 扰动 为 关 
于 时 间 的 谐 疲 ， 那么 这 种 类 型 的 非 线性 项 便 触 发 高 频 波 的 迅 
” 速 出 现 , 从 而 使 初始 谐 波 轮廓 变形 . 
不 过 ,还 存在 另外 一 种 类 型 的 非 线 性 . 例如 ,研究 电子 等 
”离子 体 振 荡 .( 这 个 例子 下 面 将 作 定 量 研究 ,这 里 我 们 感 兴趣 的 
从 是 现象 的 一 般 特 点 .) 这 些 振荡 以 电子 等 离子 体 频 率 mo 一 
V tznee*/m 进行 离子 由 于 本 身 质量 很 大 ,实际 上 将 不 参与 
这 种 振荡 .但 由 于 要 保持 电 中 性 ,这 样 离子 密度 应 等 于 电子 密 
度 ， 因 此 电子 就 不 能 有 频率 量 级 为 wo 这 样 大 的 振动 分 量 . 然 
而 ,这 不 妨碍 等 离子 体 密度 会 发 生变 化 ,因为 场 施加 在 等 离子 
体 上 的 按时 间 平 均 的 作用 力 会 引起 等 离子 体 密度 改变 ,这 样 。 
在 一 阶 近 似 下 与 时 间 无 关 的 扰动 将 由 依赖 于 场 的 量 的 时 间 平 
均值 来 确定 .在 与 谐 波 区 别 不 大 的 弱 场 中 ,这 意味 着 色散 律 依 
ss。 了 9 


种 于 |， 其 中 因 在 这 里 表示 场 6 一 poexp[i(Rx 一 wt)] 的 
复数 振幅 . 在 加 热 介质 时 ,容易 产生 这 种 类 型 的 非 线性 ,因为 
当 w 光 vv 时 (> 为 有 效 碰撞 数 ) 温度 眼 不 上 场 的 振动 ,而 是 
由 振动 场 的 平均 值 来 确定 它 . : 
不 难得 到 与 谐 波 差别 不 大 的 这 类 场 (考虑 到 这 种 场 的 弱 
非 线性 修正 ) 的 方程 ， 假 设 这 类 场 取 为 
p= foe' kero), (23) 
式 中 和 是 时 空 的 慢 变 函数 . 于 是 , 在 场 的 谱 展开 中 , 波 矢 将 
仅 在 名 附近， 因此 ,色散 方程 w 一 w(《) 的 右边 可 按 丰 一 如 


的 戎 次 展开 : 
0 一 ol ko) 十 uo(k 一 ko) 十 B(KA ko). (24) 
对 应 这 种 色散 律 的 线性 方程 
.09 _, 10 190_,Y 
:By p+ we (2 Bx to ) $+ pe (2 Bx bo ) 4. 


(25) 
如 果 把 形 如 (23) 的 场 代入 到 (25), 便 得 到 的 方程 
(Du Opo Op 
i 
我 们 还 没有 考虑 非 线 性 . 照 上 所 述 , 非 线性 归结 于 同 1g。| 有 
关 的 色散 律 ， 在 一 阶 近似 下 ,可 只 考虑 关系 式 o( 心 )， 并 且 修 
正 量 级 只 取 到 | bo|?; 
oR) = wo 十 G| 中 | 


联 立 这 些 方程 ,我 们 得 到 
[06 , Ob) 8 
i ) 一 一 62 十 ol 和 Pa。 (26) 


此 方程 右边 包括 色散 和 非 线性 修正 。 如 果 忽 略 右边 , 该 方程 
、 Ow 、 
描述 群 速度 为 mw 一 《352)。 的 波 包 传播 


巴 
8 。 


令 人 感 兴趣 地 是 ， 在 完全 是 另 一 类 物理 问题 中 也 碰 到 方 
程 (26), 它 描述 粒子 间 有 弱 相 互 作 用 的 非 理 想 玻 色 气体 的 行 
为 。 在 这 种 问题 中, 所 谓 凝 聚 波 函数 满足 方程 (26), 因此 这 
样 的 方程 具有 薛 定 刘 方程 的 直接 意义 093。 自然 ,在 这 种 情形 
下 所 推出 的 方程 不 包含 对 快 振荡 的 平均 ， 而 仅 要 求 气体 的 稀 
薄 程 度 . z 

下 面 我 们 来 确定 上 面 曾 提 到 的 朗 雇 (Langmuir) 等 离子 
体 波 中 方程 (26) 的 常数 , 在 这 种 情况 中 , 非 线性 是 由 等 离子 
体位 移 时 形成 的 电场 产生 的 . z 

正如 大 家 所 知道 的 那样 , 当 万 不 大 时 , 朗 雇 波 的 色散 律 为 

w= wo tt 3/2KDY (27) 
(KD «< 1). 

因此 , 在 我 们 的 情况 下 ，ow( 心 ) 一 wo 一 V4mnce*/m， 坟 
0 b= 3/2D’, 

为 了 确定 a， 必 须 求 出 等 离子 体 在 波 场 影响 下 密度 的 改 
变 。 作 用 于 场 中 电子 上 的 力 等 于 

一 一 OUaitr/8x， 
式 中 


Urre 一 一 < A 
477200 
电子 在 这 种 场 中 的 分 布 为 
一 Znoex 一 at 一 “9 ~ 7 Cst 一 eg 
ne Z oe b( J | 2 ‘(1 E 7 ): 


式 中 9 是 由 力 f 所 引起 的 等 离子 体 扰 动 而 产生 的 静电 场 势 

能 .一般 可 以 略 去 交 变 场 对 离子 的 作用 ,因此 离子 分 布 为 
Nn; = Ne PT nll — Zeg/T), 

现在 考虑 到 ,等 离子 体 是 准 中 性 的 : 


fie as Zni, 


从 这 三 个 方程 中 消去 p， 容 多 得 到 
6ns = 一 7。 2 2- | 
Z 十 1 4mew? 
因为 6wo/wo 全 1/26ne/n.， 所 以 最 后 我 们 求 出 
s—=—_ ZZ _° 
了 十 1 8mw™ 
在 这 个 例子 中 ， 我 们 没有 讨论 能 否 忽略 等 离子 体 加 热效应 这 
一 重要 问题 。 因为 回答 这 一 重要 问题 , 要求 知道 大 量具 体 的 
对 下 面 的 sin-Gordon 方程 加 以 说 明 是 颇 有 益处 的 : 
Ou 
OrOy 
这 种 方程 首先 出 现在 19 世纪 几何 问题 中 . 就 是 说 ， 如 果 问 
题 是 曲率 为 负 常 数 的 曲面 度 规 , 当 采用 最 方便 的 坐标 变量 时 ， 
那么 这 种 曲面 的 度 规 向 三 维 欧 儿 里 德 空 间 的 所 谓 嵌入 方程 ” 
(从 度 规 和 第 二 基本 型 之 间 的 Gauss-Peterson-Codazzi 关系 式 
中 得 到 的 ) 便 简化 为 sin-Gordon 方程 ， 经 典 几何 曾经 发 现 (用 
几何 语言 )。 这 种 方程 存在 所 谓 “Bicklund 变换 ”一 一 也 即 从 
较 简单 解构 成 更 复杂 解 的 一 种 代 换 . 现在 已 经 知道 ， 存 在 
Bicklund 变换 的 系统 ， 总 是 或 几乎 总 是 能 用 逆 问 题 方 法 来 积 
分 ,反之 亦 然 ， z 
众所周知 ,一 些 超 导 理 论 问题 ,以 及 无 论 在 几何 问题 上 还 
是 在 铁 磁 模型 问题 中 ， 所 利用 的 “> 场 理 论 一 一 二 维 空 间 单 
位 (三 个 分 量 ) 向 量 的 手 征 〈chiral) 场 ， 都 归结 为 sin-Gordon ， 
方程 。 


< 一 Simntt， 
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第 一 章 “” 逆 散射 问题 方法 


在 经 典 形式 中 。 逆 散射 问题 方法 对 解 非 线性 演化 方程 的 
哥 西 问题 来 说 是 十 分 方便 的 ,甚至 可 以 说 ,是 相当 合适 的 。 当 
在 无 穷 远 处 下 降 充分 快 的 函数 类 中 求解 哥 西 问题 时 ， 逆 问题 
方法 对 解 这 种 衰减 快 的 情形 来 说 ， 同 积分 常 系数 的 线性 偏 微 
分 方程 的 傅 里 叶 方法 相 比 ,有 相同 的 功效 。 在 后 一 情形 中 , 伟 
里 叶 变 换 把 偏 微 分 方程 变 成 线性 常 微分 方程 的 无 限 集合 ; 而 
且 , 如 果 方 程 的 系数 与 坐标 无 关 时 , 则 这 些 传 里 叶 谐 波 的 方程 
是 独立 的 , 因而 对 这 些 方程 作 积分 是 平凡 的 。 逆 间 题 方法 也 
存在 类 似 情况 。 不 过 在 逆 问 题 方 法 中 , 某 个 线性 微分 算 子 的 
系数 函数 映 象 到 “散射 数据 ”的 集合 ， 这 种 映 象 起 傅 里 时 变换 
作用 .例如 ,对 Korteweg-de Vries (KdV) 方程 作 积 分 是 借助 
于 ~-- 维 薛 定 谓 算 子 

一 2 + us)s = Ry 


x? 


的 势能 变换 到 在 这 种 势能 中 的 反射 系数 r(《) 来 进行 的 ; 当 势 
能 随时 间 的 变化 满足 KdV 方程 时 反射 系数 对 时 间 的 依赖 关 
系 是 平凡 的 : 
| r(Rs2) = r (Rs0)e sk, 
因此 ,这 使 KdV 方程 的 积分 间 题 化 成 了 按照 已 知 的 反射 系数 
反 求 势能 (x) 的 问题 一 量子 散射 理论 的 送 问题 ， 

本 章 将 研究 的 非 线 性 方程 都 是 能 用 转换 到 二 阶 线性 方程 
的 散射 数据 的 方法 来 积分 的 。 在 这 类 演化 方程 中 最 感 兴趣 的 
是 KdV 方程 , 非 线性 薛 定 谓 方 程 和 sin-Gordon 方程 。 除 这 些 


方程 之 外 ， 在 $ 7 中 我 们 还 将 研究 几 个 离散 系统 ， 由 类 似 于 
KdV 方程 的 有 限 差分 方程 和 熟知 的 “Toda 链 ” 方 程 组 。 年 看 
赤 , 这 些 系统 毫 无 关系 ,但 它们 的 解 的 定性 结构 在 斋 大 程度 
上 是 相同 的 ,所 对 应 的 谱 问 题 也 存在 许多 共同 点 。 这 一 - 切 是 
同 对 这 些 系统 的 积分 都 借助 于 二 阶 方程 (或 者 类 似 于 二 阶 方 
程 的 离散 系统 ) 有 关 ; 也 正 是 基于 这 种 原因 , 才 把 这 些 系统 都 
放 在 同一 章 . 
我 们 论述 逆 散 射 问题 方法 ,之 所 以 先 从 KdV 方程 理论 大 
手 ,一 方面 是 遵循 历史 发 展 , 另 一 方面 (首先 ) 也 出 自 教学 上 的 
考虑 ， 因 为 读者 一 一 物理 学 家 从 量子 力学 教科 书 上 已 经 很 熟 
习 直 线 Sturm-Liouville 算 子 谱 理 论 的 许多 事实 ， 


$ 1 散射 理论 知识 。 量 子 散 射 理论 的 逆 问 题 
我 们 在 整个 直线 上 一 0% < 二 x < co 了 研究 一 维 薛 定 谓 算 子 
(Sturm-Liouville 算 子 ) 工 一 一 所 十 u(x)。 认 为 实数 势 


u(x) 足够 光滑 并 且 当 |x| 一 co 时 变 为 零 . 
我 们 将 在 整个 轴 上 处 处 有 界 的 函数 类 (x) 中 研究 下 面 
本 征 值 问题 : 


Ly 一 一 和 十 wo 一 1 


除了 平方 可 积 的 本 征 函 数 的 分 立 谱 之 外 ， 还 存在 不 能 归 一 化 
的 本 征 函数 的 二 重 简 并 连续 谱 。 连续 谱 充 满 半 实 轴 4 之 0; 
” 算 子 工 的 分 立 谱 本 征 值 是 负 的 。 从 标准 的 量子 力学 教科 书 
知道 ， 分 立 谱 本 征 值 的 数目 可 以 无 穷 多 一 一 本 征 值 可 聚集 在 
1 一 0 的 邻 域内 ，|x| -> co 时 衰减 慢 的 势 ,例如 库仑 势 x(x) 
一 一 e/* 或 者 势 (<) 一 =/”， 便 属于 这 种 情况 ， 对“(z) 加 
上 以 下 限制 之 后 ， : 


。 上 之 


| ecola + lzbDar< 00, (1) 


我 们 就 去 掉 了 束 继 态 数目 是 无 穷 多 的 势 
现在 着 手 研究 散射 问题 。 同时 为 了 方便 , 将 用 动量 & 代 
备 能 量 (1 一 已)。 我 们 把 本 征 函数 方程 写成 下 面 形 式 : 


— 2 uy = ey. (2) 
现在 实数 & 对 应 连续 谱 ， 而 虚 轴 上 的 点 有 一 zs nn 二 1， 
2，……，V kn 之 0 对 应 分 立 谱 . z 
对 每 个 实数 《《 关 0, 方程 (2) 解 的 集合 构成 一 个 二 维 线 
性 空间 Gx。 在 Gx 中 我 们 规定 两 组 基底 . 其 中 第 一 组 基底 
由 方程 (2) 的 两 个 解 wx(x，A) 所 组 成 ,它们 是 用 下 面 的 产 
和 近 条 件 (x 一 十 co 时 ) 来 确定 的 : 
px,k) = e+ ol1), 
p(x,K) 一 e 和 十 of1)， x 一 十 00; 
第 二 组 基底 qi,a(x，《) 用 类 似 的 条 件 (x 一 一 co 时 ) 给 出 ;: 
ix AI) = ee + ol(l), 
px,h) = et + ol(1), +— — Co， 
由 于 势 的 实数 性 我 们 有 z 
pi(x, AR) 一 (xz R), hx, RR) pr, Kk). (3) 
此 外 ,显然 有 
pi(xry KR) 一 pa(x， —*)， pi(x, KR) = px, —k). (4) 
两 组 基底 中 的 任何 一 个 向 量 是 另外 一 组 基底 的 向 量 的 线性 组 


合 : 


pi(x, 4) 一 之 | Ti(K)pi(x, Rk), i = 1,2. 


我 们 将 称 上 面 所 定义 的 矩阵 T(X) 为 牙 迁 矩阵 ,根据 (3) 式 ， 
并 可 表示 为 
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今后 我 们 将 略 去 函数 中 1 和 和 Dp 的 角 标 1 。 因此 ， 
q(x, KR) = a(KIPx, kK) + (RTCr, K). (5) 
方程 (2) 的 任何 一 对 解 有, f; 的 朗 斯 基 行 列 式 


了 (让 方 ) 一 六 喧 一 天 三 
dx dx 


与 无 关 . 显然 ， 
Wp, 5) = W(y, $) = 2ik. 

此 关系 式 同 公式 (5) 一 起 得 到 ， 

[ak 一 15) 一 1， 6) 
即 路 迁 矩 阵 是 么 模 的 : detT(《) 一 1， 

容易 看 到 , 量 co- 一 (k) 与 6(k)a-(A) 分 别 是 波 从 右边 人 和 庙 
到 势 u(x) 的 穿 透 系数 和 反射 系数 .事实 上 , 当 x* -一 十 co 时 ， 
本 征 函 数 p(x*,A)a-:()》 的 渐 近 式 是 
(x， 一 站 天守 b(R) fkxr 
Pe « tT 十 o (1)， 
即 ,是 人 射 波 (e-%*:) 和 反射 波 (ba-!e'*) 的 登 加 .在 直线 x* 
的 另 一 端 
P(x» K) _ eiks 

0) ~ ad TY 
即 存在 穿 透 过 来 的 波 。 换 名 话说 ，:(%) 一 a-1( 太 ) 是 向 前 散 
射 振幅 而 r(《) 一 5(%)a"!(《》 是 向 后 散射 振幅 ， 同 时 从 (6) 
得 到 ,散射 是 么 正 的 : 

ROE + rR = 1. 
在 量子 力学 教科 书 中 详细 地 研究 了 向 前 散射 振幅 的 解析 性 
质 . 已 知 ,在 黎 曼 曲面 物理 叶 W 1 (ImV 1 > 0) 上 ， 除 分 立 
谱 上 的 点 1 一 1。( 振 幅 在 这 些 点 有 简单 极点 ) 外 ，x(2) 是 能 
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量 1 的 解析 函数 。 此 外 ， 向 前 散射 振幅 在 物理 叶 不 等 于 零 . 
这 一 切 显然 表明 ，a(k) 在 平面 的 上 半 面 是 解析 的 ,而 在 
Rs 一 ikn， 局 一 一 4。 这 些 点 上 有 简单 零点 。 同样 明显 地 看 
出 , 当 |t| 一 0, Imk 之 0 时 ,a(%) 一 1。 由 于 由 迁 矩阵 对 
角 元 这 些 解 析 性 质 的 重要 性 和 一 定 的 普 适 性 (对 于 另外 一 些 
微分 算 子 的 散射 理论 也 有 类 似 的 结论 ), 下 面 我 们 证 明 这 些 事 
实 . 

我 们 可 由 跃迁 和 矩阵 T(X) 得 到 关于 薛 定 谓 算 子 连 续 谱 的 
详细 的 知识 。 事实 上 ，T(4) 的 全 部 资料 就 包含 在 反射 系数 
由 

rR) = 5A aA). 
[ 因 根 据 (3)、(4)、r( 一 和 一 7(《)， 故 只 要 在 *> 0 半 轴 上 
给 出 该 系数 就 可 以 了 .] 实 际 上 ,从 (6) 我 们 求 出 
la P= (1 — |r(R)1), 
即 "(4) 的 模 单 值 地 确定 |s(&)|。 又 知道 解析 函数 a(%) 在 
”上 半 平 面 的 零点 ,因此 , 我 们 可 以 按 a(《) 的 模 单 值 地 确定 出 
它 的 幅 角 。 为 此 ,我 们 研究 函数 ci(k) 
Da Te (7) 
照 前 面 所 述 , 当 Imk > 0 时 ,此 函数 仍 是 解析 的 ,同时 在 这 里 
不 再 有 零点 ， 因 此 ，lnoi(4) 在 上 半 平 面 是 解析 的 , 且 当 | 
一 co 时 它 等 于 零 ， 同 时 在 实 轴 上 |o.(*)| 一 1e(R)|. 由 函 
数 Inai() 二 In |o1(*)| 十 iargai(*) 的 色散 关系 给 出 argai(%) 
1 lnla(t) lak 
arga (CA) i 2 
因此 
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后 ,这 个 简单 公式 是 非常 有 用 的 ， 
于 是 , 按 反 射 系 数 的 模 求 出 o\&). 而 遂 数 (7 简单 地 
等 于 7(&7)a(A)。 
下 面 我 们 出 同 数 身 特点 自然 衔 闪 起 来 的 大 定 刘 算 了 分 
立 谱 的 相应 特征 . 
对 应 本 征 值 1。 二 一 厂 的 本 征 函数 满足 方程 


一 经 十 zx) 由 一 一 局 由 


众所周知 , 薛 定 订 算 子 的 分 立 谱 是 简单 的 , 这 样 ,此 方程 的 任 
何 一 个 解 乘 以 常数 可 得 到 其 全 部 解 。 本 征 函 数 在 无 限 远 处 渐 
近 行 为 是 
由 一 Caefear。 x 一 士 co， 四 
我 们 规定 本 征 函数 p(x) 在 * 为 一 cp 处 , 它 的 渐 近 行为 是 
Px) 一 en 十 ol em’). (9) 
这 时 , 当 x 一 十 00 时 ,函数 
p(x) 一 bne nr 十 ole-*n*), 
显然 是 实 的 ,因此 量 b。 也 是 实 的 .我 们 通常 按 4， 递增 次 序 ( 即 
按 rs 递减 次 序 ) 对 本 征 值 4, 进行 编 序 
1 一 和 < 一- 一 1v<0. 
这 时 。j: 是 基态 能 量 , 而 wo) 是 基态 波 函数 ; 9'9 没有 零点 ， 
而 po 刚好 一 1 次 经 过 零点 ， 因 此 
bs 一 Ibal(—1)"7. z (10) 
对 本 征 值 来 说 , 正 的 量 15,| 乃 是 分 立 谱 的 附加 特征 ， 这 些 特 
征 同 系数 x-(*), 本 征 值 14,, 4%， ,tw 一 起 完全 确定 了 问题 
(2) 的 谱 。 集合 s 二 (7(%), rn， 165:|，5# 一 1,，:…,N) 叫做 
散射 数据 ， 从 势 w(x) 到 散射 数据 的 映 象 a(x) 一 * 是 单 值 可 
逆 的 。 按 ， 反 求 u(*) 的 问题 乃 是 逆 散 射 理论 的 课题 . 
在 研究 逆 问 题 时 、， 上 面 引 人 的 薛 定 户 方程 特 解 的 解析 性 
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质 起 着 根本 作用 . 妈 , 对 任 合 x, 在 的 上 半 平 面 、 中 数 x， 
&)exp(Kz) 是 解析 的 , 且 有 渐 近 形式 
pxs KR)exp(ikx) 1 + oll/k), It|l—> oo Imk > 0， 

而 解 p(x,《) 在 & 的 下 半 和 平面 解 析 并 有 新 近 形 式 ， 
px, RK)exp(ikx) = 1 + ol1/R), IRl co <0. 
为 了 证 实 这 点 ,利用 算 子 djar 十 已 的 格林 函数 G(x， 
x'; 旬 ), 将 方程 (2) 化 为 p(x，*) 的 等 效 积 分 方程 
p(x, KR) 一 cs 一 | G{x, x', Ku(x’ px’, KR)ar’. 
”和 注意 到 g(x，,《) 在 x 为 一 口 处 的 渐 近 形式 ， 则 求 出 我 们 所 需 
票 的 格林 函数 
sink (x 一 x’) 
G(xs X ， 人 ) 一 大 
0， XX, 
因此 ，X;《x,) 一 p(x， er"t* 满足 方程 : 
.AC Re ea (11) 
在 的 上 半 平 面 ， 方程 (11) 核 的 指数 始终 保持 有 界 ( 不 但 如 
此 ,还 给 终 保持 衰减 )， 积 分 沿 "二 * 区 域 进行 ， 由 于 这 个 
原因 ，X+:(x，X) 允许 解析 延 拓 到 Tmk > 0 区 域 ， 完全 类 似 
地 , 写 出 函数 X_(z,k) 一 6(z, 4)ere 的 方程 : 
XD 1-— | 一 ve )X_Cx', Rdx's 
从 而 看 到 ,X_(x, 太 ) 解析 延 拓 到 的 下 半 平 面 ; 当 1 一 co 
时 , 则 有 
X_(x, kh) 1 + 了 小 u(x’ dx +o( 吉 )- 0 
最 后 我 们 指出 , 直接 从 4(x，,《) 在 《的 下 半 平 面 的 解析 性 可 
得 到 函数 5(x, ) 在 上 半 面 的 解析 性 . 


2 x > x'， 


» 7 ee 


桥 数 a() 可 用 上 平面 的 解析 函数 9p(z，X)。 Vx, AD) 
表示 出 来 . 
计算 朗 斯 基 行 列 式 W(g, $)， W(%, 9)， 并 利用 《5)， 
求 出 
a(R) = (2iK) [Bx KR p(x 大) 一 Dlx, KR p(x, D1» 
b(R) 一 (2i2R) '[ pelx, KR)b(x, ) 一 9(x， &7)Vz(z， &)] 。 
(137) 
从 其 中 第 一 个 公式 得 到 ,在 & 的 上 半 平 面 a(%) 是 解析 的 , 且 
有 渐 近 值 : 
ck 一 工 十 ok)，|A| 一 co，Imk 过 0. 
在 上 半 平 面 ,，a(%*) 等 于 零 的 那些 点 ， 相 应 于 算 子 工 的 分 
Y 谱 ， 实 际 上 ,函数 g(x, 《ko)，G(x， ko) 的 朗 斯 基 行 列 式 等 于 
等 (a(《) 一 0) 就 表明 它们 是 线 狂 相关 的 : 
px, ko) = chr, ko). 
从 这 个 关系 式 中 得 到 ，w(x，4ko) 成 指数 衰减 这 一 结论 对 下 面 
两 种 情况 都 是 成 立 的 : x 一 一 co 《由 ?的 定义 直接 得 出 这 一 
结论 ) 及 xY 一 十 co( 因 (x，《) 一 eA， x 一 十 0)。 因 此， 
p(x， 如 ) 是 算 子 工分 立 谱 的 本 征 函数 ,， 而 居 为 工 的 本 征 值 ， 
从 工 的 自 共 入 性 得 出 , 总 是 实 的 , 即 a(%) 的 所 有 零点 都 分 布 
在 虚 轴 上 . 其 次 , 设 1 一 一 成 为 工 的 本 征 值 ， 当 x 一 一 co 
了 时， 函数 g(x, ixs) 的 渐 近 形式 同上 面 所 确定 的 本 征 函 数 
yp”"(x) 的 渐 近 形式 相同 ; 故 p?(x) 一 p(zozpo)。 在 xx 一 十 o 
处 ， 
p(X) = ccnx 十 oC ear), RD 
px zpa) 一 bnplxy ica) — bbl(r, ~irs). (14) 
因此 ，o(zes) 一 0 并 且 a(%) 在 入 上 半 平 面 的 零点 分 布 与 忆 
1) 在 碟 轴 上 函数 p(x，A) 和 YAK) 显然 都 是 实 的 . 
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的 本 征 值 一 一 对 应 . 
a(《) 的 零点 是 简单 的 。 为 了 证 实 这 点 ， 我们 对 方程 
Lo(xs*) 一 Apr) 在 A 一 zc 处 按 & 进 行 微 商 : 
(L 十 局 Jp (zikn) — 2irnp(x, ikn). 


”用 q(x,ir,) 乘 此 关系 式 ,并 把 所 得 等 式 对 整个 * 积分 ,在 下 


面 的 积分 中 两 次 调换 微分 


| Px, ira) 十 xs) p(x, ika)dx 


并 顾及 到 、 当 * 在 十 ceo 处，p xz，zir) 的 渐 近 式 的 主 项 为 


orGies)ceor ( 因 afies) 一 0)， 我 们 得 到 

| wz ika)dxr 一 ;ia (is)D， (15) 
即 win) 关 0。 从 这 个 公式 同样 得 到 , ia'(;xs) 值 是 实 的 , 且 
同 和 的 符号 相同 . 


同 (15) 一 起 , 我 们 还 要 指出 , 连续 谱 本 征 油 数 的 内 积 公 
式 : 


| Crs Opes Ras 
一 2x|a(R) PS(R — KR) 十 2ra(R)BCK)SCKE + K'). 
现在 我 们 就 准备 着 手 推 出 逆 散 射 问题 方程 


用 e“%*a-()》 乘 公式 45)， 并 记 住 函数 Xi(x, 太 ) 的 定 


— Xz,k) + (RR xR)ert, (16) 


在 t 轴 上 半 面 ，(16) 式 的 左边 除 虚 轴 上 的 氮 不 一 ixs， 一 
1 -AN (在 这 些 点 上 ， X+(x， R)a 全) 有 简单 极点 ) 之 外 ， 
都 是 解析 的 ， 当 Ia 和 0 时 , 销 数 X_(x， ) 是 解析 的 ， 我 们 

研究 限 数 : : 
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Xx KR)a (KR) InX 二 0 


P(r, ©) 一 (we AR), Imk 一 0; (17) 


函数 B(x,) 在 上 半 平 面 有 简单 极点 , 在 实 轴 上 有 了 跳跃。 从 


(16) 看 出 ,此 跳跃 等 于 r(%)X_(x,《)e”**.。 在 复 平面 其 余 名 


点 函数 B(x，,*) 是 解析 的 , 且 当 | 一 co 时 ,极限 值 为 1。 显 


然 , 东 数 可 表示 为 下 面 形式 : 
04 ) —1+ D2 


一 了。 


工 ( rR Grok 7)e ak i : / 
| R' 一 大 (I 有 沽 0) (18) 
式 中 TI,(x) 表示 了 水 数 B(x，《) 在 点 《二 iks 处 的 留 数 ， 表达 
式 (18) 乃 是 柯 西 公式 
YT = 一 1 B(x, KO— 1 P 
D(xr, AD) 一 1 .| py dk’, 


lImK 


0 ReK 


图 1. 积分 沉 路 7 . 


省 ri. I AR 


‘TP 


的 直接 结果 . 此 公式 所 远 取 的 积分 通路 + 如 图 1 所 示 ， 

T(x) 的 值 可 以 同 B(x, 《在 下 半 轴 后 《二 一 ixs 上 的 值 
联系 起 来 ( 即 同 Z_(x, 一 ;xs) 联 系 起 来 ). 其实 ,利用 (14) 看 出 
rT, 一 Jp(x ikn)e nr brp(x, ikn)e “n” 

a (ik»s) oz) 


了 


利用 (18) 求 出 X_(x, 一 ixs)， 我 们 得 到 
Asn* 了 (x) 
T,(*) 一 - Se 十 i SY _Toco 


a'(irkn) m=1 kn Km 
1 {®” rR OX_ (x,k’ ) eraR 
+ 到 | Rk’ ik, 上 (19) 


现在 我 们 令 公 式 (18) 中 的 从 下 半 平 面 趋 于 实 轴 ;因为 按 定 
XX (17)， D(x 一 10) == XX_ (xz， 人 ) 都 么 


xt (x) 1+ Lats) 


了 F(R’)R (xr, Rk’)es radk’ 
+ 《一 有 十 10 * (20) 


ey 这 类 表达 式 , 应 理解 为 二 ij/(4) 十 


- A 2 2k'， 式 中 符号 于 表示 主 值 积分 。 关系 式 〈19)， 


(20) 是 函数 X_(x,《) 和 集合 T(x), wz 一 1，*……, N,，《 即 算 
子 工 的 本 征 函 数 ) 的 线性 封闭 方程 组 。 这 是 逆 问 题 方程 的 - 
种 写法 。 势 x(x) 只 须 用 方程 组 (19),《20) 的 解 表示 出 来 . 
最 简单 地 作法 是 , 把 从 公式 (20) 得 到 的 X_(x，, 闵 ) 按 1/t 害 
的 浙 近 展 式 同 公式 (12) 比较 得 到 

U(X) = 一 (2 人 Ts(x) 
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一 工人 rCDZ-(Cz， extradk ). 《21) 


方程 《19)。(20) 是 单 值 可 解 的 。 本 征 值 Xx, 可 以 是 任意 正 数 
FF > kg, >0, 量 Cs, 一 (一 1)”1b,;， 2 一 1，,-...,N， 
司 样 仅 要 求 是 正 的 。 系数 r(*) 可 以 是 满足 以 下 条 件 的 任意 
复 函 数 : 

l. r(—k) = +(%); 

2. |r(R)| <1,*z 0; 


3. rR) 一 “人 二) 一 oo 
4. 按 *(A) 所 构造 出 的 系数 &(f)， 它 的 传 里 叶 变换 ， 
BCe) 一 | 2Ch)ertrak 
应 满足 条 件 
dx < 0 


ja+ lzD| 溉 


特别 可 以 研究 对 所 有 不 来 说 r(4) 一 0 的 势 ， 这 种 势 称 之 为 
无 反射 势 , 它 完 全 由 分 立 谱 的 特征 所 确定 ， 
我 们 已 经 把 逆 问 题 方程 写成 了 奋 异 积分 方程 组 的 形式 . 
对 检定 应 算 子 (Sturm-Liouville 算 子 )。 来 说 ,更 熟悉 的 逆 问 题 
方程 形式 是 所 谓 Tenpqaan-JlesnraH-Mapqenxo 方程 ， 为 了 
得 到 这 种 方程 ， 我 们 指出 ， 在 & 轴 的 下 半 平 面 为 解析 的 函数 
XY_(ry 4)， 它 的 傅 里 时 变换 被 截断 , 即 X- 总 可 以 表示 为 
X-(z 人 一 工 十 | Cr y)e dy. 
这 对 (xz，A) 来 说 ,意味 着 存在 这 样 的 数 函 《C(x, y); 使 得 
prs KR) = eite + | R(x y) eitrady. (22) 


显然 , k(z, 7) 一 4(z,y 一 +)， 从 公式 (22) 得 到 ,存在 一 个 
LOL 


™ 


~ 


线性 算 子 , 它 把 势 为 鹤 的 薛 定 谓 方 程 的 解 (c-*e) 变换 到 势 为 
za(s) 的 酝 定 户 方 程 的 解 。 函 数 《 (x，y) 称 为 变换 算 子 的 核 
因为 (x, —k) 四 $lx, 天 7 ImKk = 0, 所 以 (x, y) 为 实 
的 - 

用 em/a(k) 乘 等 式 (5), 并 对 所 有 实数 名 积分 


CR- 


— | Tate [g(x, 和 一 ee + rR Bz R)]. (23) 


计算 此 公式 左边 的 积分 ， 被 积 函 数 在 上 半 平 面 仅 存 在 有 限 数 
目 简单 极点 ,并 且 当 |*| 一 co 时 被 积 函数 误 减 , 因 此 该 积分 
可 表示 为 


Fs P(x, ikn)e 

> a ‘(zk») 

利用 (14) 和 二 ixs， 7 一 1， 时 的 表达 式 (22), 便 
得 到 这 个 积分 的 表达 式 


N b, © “nTty) 


2x1 


#==1 a’' (ikn) 


一 站 人 [天 十 3) 


bne 
+ 2 | K(x, > ” i dr 
其 次 ,把 (22) 代入 到 等 式 (23) 的 右边 ,并 引 人 
Dne “** 1{” jy 
F(x) = -> a's) 十 二 | r(kR)e ak. (24) 
最 后 求 得 
K(x,y) 十 下 (xx 十》) 十 | K(x)F( 十 y)dz 一 0 (25) 


这 就 得 Texpqann-JleenTanH-MapdeHK0 方程 ， 
从 (22) 得 到 X_《x,《*) 的 渐 近 展 式 


et23 es 


X_(x,*) 一 1 十 EK, x) 十 + (3), | 有 | 一 > 00., 


此 式 同 (12) 比较 ,得 到 用 变换 算 子 的 核 来 表示 势 (x》 


u(x) 一 一 ? K(x, > (26) 


2. 用 逆 散 射 问题 方法 积分 KdV 方程 的 图 象 ” 


逆 散 射 问题 方法 的 发 现 是 同 Gardner, Greene, Kruskal 和 
Miura (GGKM) 的 出 色 观 察 分 不 开 的 . 
我 们 研究 势 u(x) 在 无 穷 远 处 衰 碱 的 酬 定 请 方程 


— fF tf (1) 


为 了 明确 起 见 ,例如 将 f 理解 为 由 渐 近 式 fx,) 二 ee 十 o(1) 
x 一 一 oo 给 出 的 方程 (1) 的 某 一 个 特 解 , 即 f 是 $1 中 所 定 
义 的 解 p(x, 《)。 如 果 方程 (1) 的 势 依赖 于 辅助 参数 * (时 
间 ), 那 么 p(x，,*) 同样 与 上 有关。 散射 数据 就 变 成 了 * 的 函 
数 ; 于 是 当 * 一 十 c 时 op(r, 8%) 的 渐 近 式 可 看 出 是 

q(x» KR) = a(k, 1)e t+ blR, i)e tr +o(l). (2) 
显然 ,对 u(x, 1) 是: 的 任意 函数 的 情况 , 求 出 散射 数据 对 时 
闻 的 依赖 关系 是 不 可 能 的 。 但 是 ,如 果 w(x，,1) 随时 间 变 化 同 
KdV 方程 

ts — Ouur + Urrr— 0 
的 解 一 样 ,那么 a(*, :)、2( 太 >、1) 便服 从 GGKM 方程 
da(K) =0, Zk, 2) — 82， 1), (3) 
而 p(x，《) 与 z 的 关系 由 下 面 方程 给 出 : : 
px, KR) = —Ap(r,k) + tikgp(r, ), : (4) 

式 中 4 算 子 为 
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A414- 和 一 3(n +) (5) 
dx dx dx 


逆 命 题 也 是 对 的 : ”如 果 散 射 数据 随时 间 的 变化 满足 GGKM 
方程 ， 那 么 势 x(x、 +) ( 单 值 地 由 散射 数据 确定 ) 便 满足 KdV 


方程 。 证 明 这 一 论断 正确 性 的 最 简单 方法 是 注意 KdV 方程 


恒 等 于 下 面 的 算 子 方程 : z 


其 中 工 一 一 + wy 4 由 〈5) 规定 。 实 际 上 ， 是 乘 以 函 


履 


数 ww 的 算 子 ,而 对 易 子 [ 工 ,， A41 (简单 地 计算 指出 ) 同样 等 于 
乘 以 OUuUx 一 Uxxx 的 算 子 ,因此 (6) 与 KdV 方程 一 致 . 
如 同 (6) 这 样 的 形式 的 演化 方程 的 表象 称 之 为 ax 表 


象 。 因为 算 子 L(+) 么 正 等 价 于 L(0) (由 于 4 在 LR) 中 


的 反对 称 性 ), 所 以 算 子 工 的 本 征 值 与 时 间 的 无 关 性 便 是 此 表 
象 的 一 个 平凡 结果 。 因此 , 工 的 本 征 值 实质 是 KdV 的 积分 。 
现在 研究 方程 (1) 并 取 它 的 时 间 导 数 : 
mp AR 
if+ Limty (0). 
利用 上 的 表达 式 (6) 求 出 : / 
(LO—R)(f + A = 0, 


即 了 十 4f 是 工 的 本 征 函 数 , 其 本 征 值 同 了 的 本 征 值 相同 。 我 


们 用 了 表示 此 函数 : 
f+A4f=1, (LR)=0 (7) 
上 男 我 们 曾 规 定 f 在 x 为 一 2 处 , 它 的 浙 近 式 : f 一 p(x,*)， 
这 就 单 值 地 定 出 解 世 当 x 一 一 co 时 了 的 渐 近 形式 不 依赖 于 
时 间 z, 且 有 ce ** 形式 ,这 意味 着 , j 十 4f 一 4ik&e-**。 即 
7Y 一 一 Co 


j 一 4ikip(x, ) 十 o(1), YX 一 一 Co 
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或 者 了 一 42g(z, 扩 ， 因 此 ,方程 (7) 完全 与 (4) 一 致 .而 
GGKM 方程 也 是 散射 数据 定义 (2) 和 (4) 的 立即 作出 的 结 
果 . 在 (4) 中 令 * 一 十 00, 并 假定 w(x) 一 0, 求 得 - 


3 | | 
de tx 十 Deitr so (一 A 十 47R ) (ae tx* + be't*), 
x 


此 式 即 方程 (3). 

求 分 立 谱 中 的 散射 数据 ce(z，pb(z)，2 一 1，………， 和 人 随 
时 间 变 化 是 如 此 地 简单 : 正如 已 经 阐述 的 那样 ,由 于 LC2) 等 
价 于 L(0), 因此 本 征 值 1, 一 一 避 与 时 间 无 关 ， 直 接 从 方程 
d(《) 一 0， 也 能 得 到 这 一 结果 , 因 ix; 是 解析 函数 a() 的 零 
所 ?而 a() 与 时 间 无 关 , 故 ,一 0。 从 方程 (4) 能 求 出 5,(2) 
对 时 间 的 依赖 关系 , 因 根 据 定 义 , bs 是 p(x,ixn) 渐 近 展开 式 
中 的 系数 : 

7 (xy ikn) = b(t)e sz + ol(e "rn*), Y 一 十 oo。 
将 此 式 代入 到 一 is 时 的 (4) 式 , 求 出 
bs — Bx2bs. z z (8) 

因此 ,散射 数据 随时 间 的 演化 便 有 下 面 形式 : 

s(#) — {r(h, 0) ek, gas Dresns nm 1, +-**, N} (9) 


实际 上 ,我 们 借助 于 ( 隐 式 的 ) 变 量 代 换 w(x) > :对 Kdvy 

方程 作 了 积分 。 在 新 变量 中 运动 方程 一 F(s) 变 成 了 平凡 
可 积 的 常 微分 方程 集合 。 反 演 代 换 s(1) -> u(x, 1) 给 出 Kdv 
方程 的 解 。 由 此 可 见 , 求解 KdV 方程 柯 西 问题 的 图 象 , 直观 
上 看 是 / / z 

ux» 0) 一 >5(0) -一 > (CD -一 > (x, 1), 

在 此 图 象 中 的 第 一 个 阶段 ; 按 初始 条 件 wz， ,| 一 wz， 
0), 借助 于 求解 势 为 u(x, 0) 的 萨 定 谓 算 子 之 本 征 通 数 方程 ， 
计算 出 散射 数据 :(0)。 第 二 个 阶段 是 对 散射 数据 来 解 柯 西 问 
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题 。 这 个 问题 是 平凡 的 : . 它 的 通 解 由 公式 (9) 给 出 。 最 后 ， 
在 我 们 图 象 的 最 后 一 个 阶段 中 ， 必 须 指 出 具有 散射 数据 C1) 
的 薛 定 谓 算 子 所 对 应 的 势 x(x, 1)， 即 解散 射 的 逆 问 题 一 例 
”如 ,求解 方程 (1.25). 

上 图 象 的 每 一 个 阶段 都 是 同 研究 线性 问题 相 联系 的 。 尽 
管 散 射 的 正 . 逆 问题 都 缺少 更 普遍 的 解析 解 , 但 所 采用 的 这 一 
系列 方法 ， 却 使 我 们 能 类 似 于 解 线性 偏 微 分 方程 那样 来 研究 
KdV 方程 的 解 ， 首 先 ,我 们 能 提出 非常 有 名 的 Kdv 方程 精确 
解 的 集合 。 即 在 衰减 快 情形 下 ( 当 [zj 一 oo 时 xz 一 0)N 个 
孤子 解 和 周期 性 问题 中 类 似 的 这 种 解 。 其 次 , 我 们 直接 用 初 
始 数据 , 写 出 了 柯 西 问题 的 通 解 x(x, 六 在 上 -> co 时 的 渐 近 
形式 之 显示 公式 。 我 们 所 作 的 这 一 切 , 都 可 以 在 线性 问题 中 
办 到 . 


y 3. 无 反射 势 和 人 个 孤子 解 


存在 -- 类 极 好 的 势 , 相 对 它 来 说 ,散射 的 正 问题 和 逆 问 题 
都 能 精确 求解 。 这 就 是 无 反射 势 。 对 这 种 势 来 说 ,反射 系数 
r(k) 对 所 有 不 皆 恒 等 于 零 。 与 这 类 势 有 关 的 KdV 方程 的 精 
确 解 族 称 之 为 N 个 孤子 解 。 这 些 解 描 述 着 孤子 的 碰撞 过 程 . 
KdV 方程 一 个 非常 突出 的 特点 乃 是 孤子 碰撞 过 程 中 , 没有 非 
弹性 效应 , 即 孤 子 之 间 碰 撞 后 产生 同 碰撞 前 相同 的 孤子 。 正 
是 这 个 事实 (这 首先 在 电子 计算 机 上 借助 数值 试验 确定 的 ) 使 
人 们 对 这 个 方程 兴趣 倍增 . 

我 们 研究 下 面 形式 的 散射 数据 * == {r(《) = 0，ks， 6b,， 
2 一 ]，…，NVi 因 5(%) = 0, 所 以 la(#)| = 1, 从 而 a(%) 
单 值 地 由 它 自己 的 零点 确定 


-了 诗人 
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鉴于 这 种 原因 ,我 们 可 以 认为 量 要 | 一 “Geo) 是 已 知 


的 。 同时 ia'Gixn) 是 实 的 , 且 同 满足 条 件 (1.10) 的 六 符号 相 
同 。 (参看 公式 (1.15)) 因此 ，Tezrpaax-yJIeBrraa 方程 的 核 
F(x) (1.24) 便 有 下 面 形式 : 


F(x) 一 Be enr， pn 一 
方程 (1.25) : 
K(x, y) + F(x 十 7y) 十 | KGes2) FC 二 y)dz 二 0 


这 时 很 容易 解 , 因为 此 方程 的 核 是 退化 的 。 K(x,y) 必须 导 
求 下 面 形式 的 解 : 


K(x y) 一 > Ks x) ec-eoy。 2) 
积分 后 , 便 得 到 乓 。(x) 的 线性 代数 方程 组 
Ks) + > 一色 etntems KC) 


bs 


19g (ikn) > C1) 


=—= pre “1 一 1， 2， 人， (3) 
用 4,(x) 表示 N x N 阶 方 阵 ,其 矩阵 元 为 
do 一 5om 十 一 名 entems, (4) 
Kn 十 无 mm 
根据 线性 代数 的 熟知 公式 ,方程 (3) 的 解 为 ， 
det4d (x) 
Kol) detA (x) > 


式 中 4"” 表 示 和 矩阵 4 中 第 w 列 元 素 用 列 一 8,e-“m* 代替 后 所 
得 到 的 和 矩阵: 

4 名 一 一 Cne oz 1 一 1，2，.…，NV. 
因为 势 a(x) 由 函数 K(x,x) 确定 ， 所 以 用 公式 (2) 算出 
K(x, +): 
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yy 
xX) = (detA )™ > det A* x) ens, 


妆 二 1 


我 们 注意 到 ,回忆 熟知 的 行列 式微 商法 则 ， 上 式 的 分 子 乃 是 
detA 的 微 商 , 因 此 K(x, x) 一 IndetA (*)。 注意 到 这 点 ， 
就 可 把 势 x(x) 的 表达 式 (1.26) 写成 紧凑 的 形式 

u(x) 一 一 2 起 Indet A (x). 60) 


此 公式 完全 地 描述 了 无 反射 势 的 整个 族 . 由 于 在 KdV 动力 
学 中 ， 无 反射 势 的 性 质 不 随时 间 变 化 (如 果 r(*, 0) 一 0， 那 
入 (7) 一 7(K，0)cak 一 0)， 因 此 ,方程 (5) 确定 了 KdV 
方程 的 精确 解 集 合 . 在 矩阵 4 的 定义 (4) 中 用 下 面 简单 代 换 
Ba 一 Bexp(8czz)， 
得 到 无 反射 势 的 时 间 动 力学 . 
最 简单 的 非 平凡 无 反射 势 只 存在 一 个 唯一 的 分 立 能 级 


~ 2gx+Be3f 


一 成 ，4(x) 一 1 + 全 -一 一 ， 因 而 解 (x， 7) 为 


uxst) ma ， C6) 
chir (x 一 4r’ —- 9) 
式 中 9 为 
: 1 6 1 
一 一 ln 一- 一 一 lnp。 7 
? 2 "2k 2 (7) 


解 (6) 便 是 KdV 方程 的 孤子 .由 此 可 见 , 单 孤子 就 是 无 反射 
势 ,对 这 种 势 只 存在 一 个 束缚 态 .这 种 态 的 能 量 为 一 *， 它 即 
确定 孤子 的 振幅 又 确定 其 速度 v:v 一 4 已 。 量 9p 乃 是 * 一 0 
时 孤子 的 中 心 坐标 一 -以 后 为 简便 起 见 ， 我 们 给 它 起 名 为 孤 
子 的 位 相 。 

在 一 般 情况 下 ， 解 (5) 依赖 于 2N 个 参数 让。 … ，Fw; 
B.(0)，-…， Pn(0)， 有 了解 的 显示 形式 (5), 就 可 以 证 明 , 它 
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描述 带 有 速度 v。 一 4 心 《 及 相应 的 振幅 ) 的 六 个 孤子 碰撞 过 
程 ,换言之 ; 当 :一 一 co 时 , 解 (5) 渐 近 式 万 是 单 孤 子 解 (6) 
的 登 加 : 


u(x» 1) 一 > 5, Un(X 一 yo ) ， ! 一 > 一 Co (8) 


二 1 


式 中 加 (xy 1) 是 解 (6) 取 一 em 时 的 情形 。 不 过 , 直接 从 公 
式 《5) 得 出 这 一 结论 要 涉及 到 元 长 的 计算 。 因此 ， 我 们 改 
下 别 的 办 法 作 :; 我 们 指出 , 属于 + 一 0 时刻 的 势 〈8) 的 散射 
数据 《相应 孤子 的 位 相 选 作 p,(7))， 同 确定 解 (5) 的 集合 
(gi» Bb;) 相同 。 这 是 因为 势能 同 它 的 散射 数据 之 间 , 相 互 单 值 
的 对 应 关系 是 充分 的 。 固 定 某 个 模 很 大 的 负 T:T < 二 0, 1T| 
图 1 并 考虑 作为 苹 定 请 算 子 的 势 是 按 公 式 (8) 所 构成 的 函 
数 x(z，7)。 如果 工 的 模 足 够 大 ,那么 不 管 组 成 x(x，7T) 的 
各 个 孤子 位 相 @。 怎样 选取 ,这 种 势 也 是 一 系列 孤子 势 间 。 第 
2 个 势 间 的 坐标 为 x, 一 za7 十 gs， 因此， 相 邻 势 井 之 问 的 
距离 x4 一 zw 一 (o 一 wo-07 比 它们 的 大 小 ~s! 大 得 
多 .显然 ,这 种 势 ( 准 确 到 以 |T| 成 指数 小 的 项 ) 是 无 反射 势 ， 
1) 一 0(e WI) (对 所 有 《)， 所 以 ， 我们 有 理由 不 去 考 
龟 苹 定 请 算 子 的 连续 庶 。 让 我 们 研究 解 p(x, ixn) 的 行为 
当 x 一 一 00 时 , 它 的 渐 近 式 是 e**。 假如 我 们 仅 存 在 一 个 唯 
一 的 坐标 为 xo 的 孤子 (散射 数据 为 wo，6,)， 那 么 “ 字 过 ” 孤 
子 , 即 在 x > x 区域,， p(x, ix) 的 渐 近 式 为 a(x，ko)e”*, 其 
中 a(zy ro) 二 《#5 一 jo) /5 十 mo， 即 除 «二 wo 情形 外 ,都 随 x 
成 指数 的 增长 ;而 对 一 & 的 情形 ， 指数 泣 长 变 成 指数 朗 威 ， 
且 当 x > 0, (x, iro) = boe “or. 
现在 回 到 势能 u(x, 了 ) 中 来 ,并 把 * 轴 分 成 以 下 区 域 : 
5 一 (— c2， zi， 852 一 (zi， x2) 5 …。 
5N = (xzw-1 XN), EN+1 一 (xw, oo)。 
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函数 p(x, ix) 在 区 域 中 形式 为 e**。 穿 过 第 一 个 孤子 , 即 
进入 第 二 区 域 5&2， plx, ik) 形式 不 变 ， 中 只 获得 因子 ac， ki) 
(如果 & 关 #0); 如 p(x, ix) 一 a《(k， ki)e**。 现 在 呈现 在 我 们 
面前 的 第 二 个 孤子 , 间 题 雷同 , 即 进入 第 三 区 域 , 当 & 产 &1, 
时 ，p(xy zc) 为 a(k, Kk)，alk, kz2)e**。 依 此 类 推 ,直到 最 后 ， 
如 采 “上 不 等 于 心中 的 任何 一 个 时 , 那么 当 * 一 十 oo 时 ( 即 在 
Ent 区 ) g(x, ix) 的 浙 近 形式 为 | 
p(xr， ic) = [alk, co)cc=. 
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由 此 可 见 ,在 势 x(x、 7T) 中 不 可 能 存在 与 一 «2 能量 不 同 的 束 
缚 态 (仍然 准确 到 | 了 | 指数 ). 

现在 设 «一 ss 工 魏 和 < 委 V. 同 上 面 作法 相同 ， 在 84 区域 
中 :, 求 出 函数 g(x,.ixk) 的 形式 为 


太一 1】 


p(x, Lh) 一 TI a( Kr, Kn) ”kT 


不 过 ,对 第 包 个 孤子 来 说 ,et* 乃 是 它 左 边 的 本 征 函 数 的 渐 近 
形式 ,因此 在 S44， 区 域 的 指数 增长 变 成 衰减 


k—1 
P(x, 1) —™ b'*T) JT a( gh, Kn)e “A*, XE St+ls (9) 
区 二 1 . 


式 中 5o(7) 用 下 面 公式 同 第 不 个 孤子 坐标 联系 起 来 : 

rh 一 -一 ln bYCT) = 4kxT 十 px (10) 

KR 

(参看 (6), (7)). 解 (9) 还 不 能 超出 第 (4 一 1) 个 孤子 的 范 
” 围 ,因为 超过 这 个 范围 ,问题 就 含糊 不 清 了 ;为 此 ,我 们 代 之 而 
研究 当 * -> 十 co 时 渐 近 式 为 ceiz 的 解 ( 即 p(x， 一 ig,)) 的 
行为 。 我们 可 注意 到 , 正 象 函 数 g(x, ic) 那样 当 从 右 向 左 
穿 过 第 ”个 孤子 时 ,函数 %(x， 一 jx) 只 不 过 获得 因子 a(x， 
sa)。 因 此 ,在 st 区 z 
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由 (xx， 一 1 ) 一 I a(kis Kn)e “Kk, (11) 
姑 三 此 十 1 
比较 (11) 和 (9), 我 们 求 出 
px, it) 一 p(T) ] (ee ra) 


N 
x TE sexy sa)p (rs 一 ct) (12) 


二 二 此 十 1 

这 样 一 上 ;8 一 1，2，.…，N， 便 是 势能 为 x(x, T) 的 
若 定 请 算 子 的 本 征 值 ， 现 在 研究 函数 x(+, 7T)， 当 了 一 一 co 
时 ,将 它 作 为 Kdv 方程 的 初始 条 件 , 即 研究 速度 为 ws 一 4x2、 
位 相 为 9,， 7 一 1，:……,N 的 孤子 碰撞 问题 ， 我 们 上 面 已 经 
算出 了 这 种 初始 条 件 的 散射 数据 : r(*) 一 0， 本 征 值 一 点 ， 
而 相应 的 归 一 化 因子 g(x, irs) g(x, 一 irs) 由 公式 
(12)、(10) 给 出 。 这 些 散射 数据 属于 * 二 工时 刻 , 现在 我 们 
认为 它们 属于 z = 二 0 时刻. 这 样 我 们 就 得 指出 ， 解 族 (4)、 
(5) 中 究竟 哪 一 族 恰 好 相应 于 : 一 一 2 时 刻 中 的 已 知 诸 诸 孤 
子 的 碰撞 问题 . 章 然 ,从 须 萤 出 bi(0) 

bi(0) -ce I 名 二 全 健一 名， (13) 
此 公式 给 出 gi 与 5:(0) 之 间 相 互 单 值 的 对 应 关系 ， 这 里 
px(0) 满足 条 件 (1.10): (一 1)” ,之 0. 

于 是 ， 解 《5) 中 的 任何 一 个 解 都 描述 NN 个 孤子 的 碰撞 . 
这 些 解 称 为 个 孤子 解 ， 试 问 ， 科 擅 结果 怎 村 ?也 即 当 + 
+ co 时 ,N 个 孤子 解 的 渐 近 形式 如 何 ? 

十 分 明显 ,由 于 磁 撞 的 结果 ， 我 们 重新 得 到 了 同 碰撞 前 诸 
孤子 之 速度 (及 振幅 ) 相 同 的 孤子 集合 。 这 是 从 速度 等 于 wv, 二 
4xz 及 KdV 方程 相对 变换 :一 一 :、x 一 一 x 不 变性 得 出 的 。 
这 样 ,可 以 改变 的 仅仅 是 孤子 的 位 相 pg。。 求 这 种 变化 的 最 简 
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单方 法 是 利用 上 面 所 指出 的 不 变性 和 公式 〈13)。 当 作 x 一 
一 x 变换 了 时 ,孤子 在 x 轴 改 变 了 排列 次 序 ; 因 此 ,为 使 :下 十 oo 
时 所 构成 的 陶子 位 相 qg* 同 5x(0) 联系 起 来 ， 只 须 调 换 
《13) 中 符号 五 的 位 置 就 可 以 了 : 

bi(0) 一 czekek TI Di 全 二 本 (14) 

n=R+1 Kk 十 Kn n=1 KR 

当 上 一 一 co 时 ， 孤子 的 位 相 加 上 “ 负 * 的 记号 . pe (13), 
(14) 给 出 : 


1 
2 .4 入 二 不 十 1 


1 所: 上 十 
i ) . (15) 
《我 们 提醒 一 下 ,孤子 是 按 其 速度 递减 次 序 编号 的 ,因此 ,最 快 
的 孤子 第 一 号 ,最 慢 的 第 Y 号 .) 

我 们 仔细 研究 一 下 两 个 孤子 的 碰撞 ， 在 这 种 情形 中 ， 


_ 1 ki 二 gk 

Pi Pin | 
1 到 1 一 Kk2 
of 一 oz 一 二 Lin 5 十 ra 
kK kk: 一 2 


即 快 孤 子 由 于 碰撞 所 得 到 的 附加 相 移 〈 量 值 为 Ap 一 pt 一 
9i) 是 向 前 的 , 而 慢 天 子 是 向 后 的 。 速度 相近 的 孤子 相互 作 
用 最 强 . 如果 Ac 一 ki 一 ky x， 那么 : 


Ap 一 上 ln 2 (16) 
kk 从 无 


从 而 当 Ac 一 0 时 ,无 限 增长 当 Ac 人 饼 1 时 , 孤子 的 相 移 
同 能 级 间 的 距离 成 对 数 关 系 , 这 是 不 难 理解 的 。 从 分 析 两 个 
了 缴 子 解 的 显示 形式 (5) (尽管 此 公式 腑 肿 , 但 毕竟 一 目 脏 
然 ) 可 以 看 出 * 当 孤子 速度 差 很 小 时 , 解 的 定性 结果 是 这 样 的 : 
。353 。 


在 任何 时 刻 , 解 x(x，:) 都 清晰 地 显示 出 两 个 极 小 值 , 同时 极 
“小 值 闻 的 距离 比 它们 的 特征 尺度 大 得 多 . 当 负 * 的 模 足 够 大 
时 ,两 个 极 小 值 都 以 恒定 的 速度 运动 着 ,并 且 快 孤子 趋 近 慢 孤 
子 . 快 弧 子 极 小 值 振 幅 随 其 接近 程度 而 减少 ,而 慢 的 增加 . 
相应 地 第 一 个 速度 减少 而 第 二 个 增加 。 当 极 小 值 最 接近 的 时 
刻 ,两 个 孤子 的 振幅 相同 .事件 进一步 发 展 的 方向 是 ， 最 初 极 
小 值 较 小 的 振幅 继续 单调 增加 ， 渐 近 地 趋 于 快 孤子 的 初始 振 
幅 , 而 决 孤 子 变 成 慢 的 , 两 个 孤子 交换 了 速度 和 振幅 之 后 ,又 
分 开 了 ， 同 时 ,很 明显 , 快 孤 子 位 移 量 级 等 于 这 两 个 孤子 接近 
的 最 小 距离 。 这 个 距离 是 很 容易 估计 的 .在 最 接近 时刻， 势 
u(x*， 1) 的 极 小 值 振 幅 是 闻 样 的 .假如 没有 第 二 个 极 小 值 ,在 
第 一 个 极 小 值 位 并 中 就 有 一 个 能 量 为 一 x 的 分 立 能 级 , 反之 
亦 然 。 由 于 存在 两 个 极 小 值 ,这 个 能 级 便 以 Ak ~ ce-"r (重用 
积分 ) 分 裂 开 来 , 其 中 工 是 极 小 值 闻 的 距离 。 由 此 ( 因 Ax 我 


们 已 经 知道 ), 工 一 工 ln 二 便 得 到 公式 (16)， 
k 人 大 


最 后 ,我 们 指出 公式 (15) 的 著名 结果 一 孤子 的 总 相 移 
等 于 该 孤子 分 别 同 所 有 其 余 孤 子 的 散射 相 移 之 和 ， 即 个 孤 
子 解 中 完全 没有 多 粒子 效应 . 


4. 作为 哈密 顿 系统 的 KdV 方程 


与 本 书 所 研究 的 其 它 一 些 方 程 不 同 ,KdV 方程 的 哈密 畅 
形式 并 不 十 分 明显 ,因此 , 需 作 一 定 地 说 明 . z 

首先 让 我 们 回忆 一 下 ， 哈 密 顿 系统 的 比较 一 般 的 定义 。 
在 维 数 为 = 的 偶 维 相 空间 对 中 ,哈密 顿 结 构 由 泊 松 括号 给 出 。 
注 松 括号 {j， 8 | 把 戏 中 的 每 一 对 函数 f， gf， g:M — R) 同 
第 三 个 函数 h 一 {f,， g}(h:M 一 R) 对 应 起 来 。 当 点 EEM 
的 坐标 为 ,53，*…+，$。 时 ,那么 按 定义 ,运算 {,} 便 有 下 面 
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形式 : 
ot of Og 

{f, 8} 一 p> ($) BE, OE,” (1) 
式 中 四 是 非 退 化 的 > X > 阶 甜 阵 . 泊 松 括号 一 定 要 具有 反对 
称 性 : 


{jf, 8g} = —ig， 用 (2) 
这 就 意味 着 ,矩阵 “(5) 是 反对 称 的 : 
otK(E) 一 一 cx 人 (5)。 (3) 


除 此 以 外 : 泊 松 括号 应 满足 雅 可 比 恒 等 式 
{{f, eg h}+ {{A,f}, g} + {{g, 分 及 一 0 (4) 
此 恒等式 等 价 于 和 和 矩阵 w*(#) 有 关 的 某 一 方程 系统 ,其 中 心 
的 逆 和 矩阵 丈 ( 丈 二 一 (o ix) 所 满足 的 方程 同 麦 克 斯 韦 方程 
组 的 头 一 对 相符 : : 
Wi tt Wrirt Whi = 0, (4a) 
在 数学 文献 中 此 方程 定义 一 个 微分 形式 ， 即 表示 W 一 
Wixd5' 八 d5*，。 式 中 d5' 人 4d5* 一 一 45* 人 4dE'。 方程 (4a) 称 为 
WW 形式 的 “封闭 性 ”。 
泊 松 括号 将 相 空 间 函 数 的 线性 空间 变 成 李 代 数 选取 某 
一 图 数 h(&) We 我 们 将 用 下 面 微 分 方程 


af = {f， h}s (5) 
水 确定 地 代 数 的 自身 区 名 (fCE) 一 zt) 0) = 1(8)) 
对 参数 : 的 依赖 关系 .特别 是 当选 取 f 的 形式 为 
f(£, 1) 一 让 6(&; — &(2)) 
时 , 便 得 到 &,(z) 所 满足 的 方程 : 


L/L : 
dt > oF (6) 
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“此 即 险 黎 顿 方程 ， 


借助 于 相 空 间 中 的 线性 变换 可 以 把 任何 一 个 反对 称 的 非 
退化 矩阵 ww 化 简 成 分 块 对 角 甜 阵 形式 
JJ 0 
| 0 J 0 * 0 1 
一 10 0 J ， ” |， 7-(， 人 小 
| 0 0 * 0J 
用 5 一 如 5 一 qt 8 一 1， 2/2 表示 在 MM 中 的 相 
应 坐标 ,从 (6) 中 得 到 方程 : 
P= 一 和， dr 一 4 
Ogx Opx 
即 通常 的 哈密 顿 方程 形式 ， 成 对 变量 pk 和 94 是 正则 共 亏 的 . 
用 这 种 变量 , 油 松 括号 写成 下 面 形式 : 
Of 09 Of 0 
{f, 8} 一 2 ( 吝 奖 一 gL 8) 
不 面 下 接 转 到 KdV 方程 .注意 到 ,此 方程 可 以 重 写成 如 
下 形式 : 


0 (Mu.)—0 .58 : 
和 Dr "Bx u(x)” (7) 

式 中 泛 函 已 为 
Hla] — | (各 + ) dr, (8) 


符号 8/8u 表示 变 分 导数 ， 其 次 ， 将 二 写成 
u(x) 


-人 (一 2 Ty de 
这 就 证 实 了 方程 (7) 具有 (6) 的 形式 .同时 * 在 直线 x 上 各 


点 取 值 的 集合 应 理解 为 函数 的 坐标 ( 相 空间 中 的 点 ), 因 此 ， 
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* 和 >* 起 公式 (6) 中 的 指标 作用 ; wo(x:z) 一 一 6 (x 一 x )， 

即 水 数 吕 显然 是 反对 称 的 ,同时 对 |x| -> co 时 衰减 为 零 的 函 
数 来 说 ,由 于 算 子 8/6x 的 可 逆 性 ,% 也 是 韭 退化 的 .其 次 ，。 
由 于 与 相 空 间 中 的 点 《无 关 , 则 泊 松 括号 z 


” 6$ 0 6R 
(SR 一 人 ps sas (9) 
满足 雅 可 比 恒等式 (4). 

于 是 , Kdv 方程 是 哈密 上 顿 方程 。 泛 函 H(8) 是 哈密 顿 函 
数 , 相 空间 是 由 在 无 穷 远 处 衰减 为 零 的 充分 光滑 函数 u(x) 构 
成 的 ,哈密 顿 结构 由 泊 松 括号 (9), 即 由 L2(R) 中 的 反对 称 算 

子 9/6x 给 出 ， . 
a oH 


在 结束 这 节 时 ， 我 们 指出 , 任何 一 个 形 如 me 一 总 -2 


的 方程 (其 中 哈密 顿 互 具有 平移 不 变性 )， 则 至 少 有 三 个 运动 
积分 。 其 中 , 第 一 个 显然 就 是 哈密 顿 函 数 尽 .。 另外 一 个 积分 
是 同 泊 松 括号 (9) 的 结构 ,也 即 同 (9) 中 存在 算 子 有 关 ， 
就 是 | w(z)4z。 最 后 一 个 , 起 动量 守恒 作用 的 第 三 个 积分 
是 同 哈密 顿 函数 互 的 平移 不 变性 有 关 . 就 是 说 , 对 任何 函数 
u(x)， 如 果 Hlu (xz 十 o)] 一 如 Lv (c)] 一 0， 那 么 泛 函 
Hl[ulx 十 a)] 按 a 展开 , 当 a—>0 时 ,我 们 得 到 

上 oH Fu 

-一 co Ou Ox 


dx = 0, 


注意 到 u(x) 一 此,p~ | widx， 我 们 求 出 
2 Bu 一 


{tP， H} 一 0， 
即 书 一 0( 参 看 (5)). 
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$ 5. 多项式 形式 的 运动 积分 


KdV 方程 存在 无 穷 多 个 运动 积分 的 集合 。 这 是 由 于 
GGKM 方程 , 对 每 一 个 KK0 < < oo)， 函 数 (kt) 都 是 x 
的 单 值 确定 的 泛 函 ， 不 过 ,这 些 泛 函 是 用 隐 式 形式 确定 的 ( 借 
助 于 蓄 定 户 方 程 的 解 )， 在 这 节 我 们 按 a() 建立 下 面 形式 的 
运动 积分 | 


eo 
一 | P,(u, Hrs rr ”多 zi )dx, 
— OO 


式 中 P 是 函数 u(x) 及 其 导数 的 多 项 式 。 这 种 类 型 的 积分 称 
为 定 域 多 项 式 积分 . / 
当 4| 足够 大 时 , 薛 定 谓 方 程 的 解 p(x,*) 可 以 写成 


vx A) = exp (一 和 十 | X's Rax'). 
如 果 Imk > 0, 那么 当 * 一 co 时 ，qp(x, 和 ce** 一 a(t)， 因 
本 
Ina(t) 一 | XCx, Rax. (1) 
因为 当 势 x(*) 按 Kdv 方程 改变 时 ，a() 不 依赖 于 时 间 ; 那 
么 表达 式 | X(x。t)dx 对 所 有 都 是 运动 积分 。 此 外 ， 由 于 


g(x，《) 是 薛 定 谓 方程 的 解 ， 函 数 Xx(x, ) 便 满足 黎 卡 提 
(Ricatti) 方程 . 


X 十 妇 一 zx 一 2 一 0， (2) 
从 而 人 允许 渐 近 展开 
_ Xx) 
XCx, &) > Ey (3) 


把 此 展开 式 代 入 到 方程 (2), 便 得 到 X。(x) 的 递 推 公式 : 


- es 3 。 


Wai(Cx) Xs) 十 5 XCXI Xs kX) 
二 1 


n—1,2,..., 
Xx) = —ulx). (4) 
前 几 个 系数 X,(zx) 是 


Kh; 一 一 xx(Cx)， Xs 一 —Wzrr 十 J 


44 一 一 txxx 十 2 xf 


3 
Xs = 一 u 十 wi 十 wu: 二 201yatt 一 21, 
x 


我 们 看 出 ，X,《(x) 和 x4Cx) 是 全 微 商 ， 这 个 性 质 对 所 有 
Xn(x) 都 成 立 。 实 际 上 假定 方程 (2) 中 的 都 是 实 的 , 并 把 
X(x， 大) 写成 实 部 与 虚 部 之 和 的 形式 : X 一 Xr 十 iX。 然 后 再 
把 (2) 中 的 虚 部 分 出 来 ,我 们 求 出 : 


2XM — 2RXe = 0, 
dx 


由 上 式 可 得 办 一 一 二 也 (Xi 一 们 ， 即 Xa(w) 是 全 微 商 ; 


而 系数 Xn(x) 显然 是 Xe(x) 的 渐 近 展开 系数 . 
“我们 表示 为 
27，。: 一 | Xa2nti(xz)]dx， 7 一 0，1，2， (5) 


由 于 (1), (3), 7。 是 Kdv 方程 的 运动 积分 ， 列 出 前 四 个 显 
示 形 式 : _ _ 
21 一 一 | «dz, 27 一 由 (zax， 
21, 一 一 贿 (zx 十 2t2)dxs (6) 
21, = | 42, 一 Stat 。 十 Su')ar. 
正如 前 节 所 指出 的 那样 , 1， 的 前 三 个 有 简单 的 解释 ， 并 且 对 
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于 所 有 六 一 3 类 型 的 方程 ， 这 种 解释 的 起 源 痢 是 一 样 


的 . 守恒 量 1.， 辣 对 应 于 KdV 方程 的 泊 松 括号 结构 有 关 守 
恒 量 1。 是 KdV 方程 平移 不 变性 的 结果 , 即 1。 起 动量 作用 而 
六 乃 是 KdV 方程 的 哈密 顿 函数 且 具 有 能 量 意义 . 2 之 2 的 
高 阶 1 没有 简单 解释 . 
我 们 已 经 得 到 了 递 推 公式 (4), 该 公式 允许 以 u(x) 来 建 
立 多 项 式 运 动 积 分 1,。 现 在 直接 用 e(&) 表示 1,。 为 此 我 们 
利用 公式 (1.8), 并 把 它 重新 写成 


no i 1(” ln|aCk’)lak 
一 2 二 | 7) 


对 无 限 光滑 的 势 u(x) (而且 也 只 有 对 这 类 势 (x)， 所 有 
1.(n 二 co) 才 有 意义 ) 来 说 ， 反 射 系数 r(*),， 当 | 人 一 oo 
时 , 要 比 1/1*| .的 任何 察 次 都 下 隆 得 快 ， 因 此 , 计算 ln a(*) 
按 1/% 只 次 的 渐 近 展开 式 系 数 , 我 们 可 以 去 记 (7) 式 积分 中 
分 母 中 的 符号 i0。 此 外 ,由 于 ja( 一 人 | = |a(*)|, 因此 , 在 
这 种 展开 式 中 ， 1/ 的 偶 次 医 系 数 等 于 零 , 故 


inal) ~ t | 多 一 1 一 Ver 


D 大 2 27 十 1 全 1 
+ 人 inlaCDI (8) 
现在 比较 关系 式 (1), (3), (8) 和 (15), 得 到 
220+1) N 2j+1 
21;n[ wl] == 37 十 1 之 XI 


+ 2201D(— 1)it i) tln lah) 1， (9) 


其 中 ,哈密 顿 1 一 —1, 为 


»40. 


HH + 党 kinlaC)|at. (10) 


有 十 地 注 章 到， 连续 庶 变 量 对 能 量 的 贡献 是 正 的 ( 因 [aC)| 
> 1), 而 分 立 谱 对 能 量 的 贡献 是 负 的 . 


$ 6. KdYV 方程 的 完全 可 积 性 . 高 阶 KdV 方程 


上 面 我 们 已 经 建立 了 有 关 KdV 方程 的 一 系列 非常 优美 
而 又 令 人 十 分 惊奇 的 一 些 事 实 ， 首先 ,存在 一 个 变量 代 换 , 它 
把 薛 定 谓 算 子 的 势 过 渡 到 这 种 势 的 散射 数据 ,这 样 的 变换 ,使 
得 Kdv 方程 〈 非 线性 偏 微分 方程 ) 在 新 变量 中 化 成 平凡 可 积 
的 常 微分 方程 的 无 限 集 一 一 GGKM 方程 .其 次 , 我 们 还 建立 
了 KdV 方程 的 定 域 多 项 式 积分 的 可 数 集 ， 至 于 它们 的 意义 ， 
诚然 ,除了 前 三 个 积分 以 外 (其 中 一 个 是 Kdv 方程 的 哈密 
顿 ), 其 余 的 暂时 还 不 十 分 清楚 . 

所 有 这 些 事实 , 当 把 Kdv 方程 看 成 哈密 顿 系统 时 , 便 得 
到 一 个 自然 的 解释 ， 这 就 是 说 ,Kdv 方程 原来 是 一 个 完全 可 
积 的 哈密 顿 系统 ; n(x) 一 “散射 数据 ”这 种 代 换 是 这 样 一 种 
变换 , 它 把 相 空 间 变 换 到 作用 一 一 角 类 型 的 变量 ,而 作为 Kdv 
方程 的 积分 的 每 一 个 多 项 式 1;lun]， 本 身 也 同样 确定 了 一 个 
完全 可 积 的 哈密 顿 系 统 , 它 所 给 出 的 非 线性 偏 微分 方程 为 “ 
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当 7 写 3 时 ,方程 (1) 称 为 高 阶 KdV 方程 ; 对 它们 的 积分 是 
借助 于 同 KdV 方程 相同 的 变量 代 换 并 且 也 有 象 KdV 方程 那 
样 的 运动 积分 . 

应 注意 到 ， 直 到 出 现 了 具有 大 量 自由 度 可 积 系统 的 一 些 
非 平凡 例子 的 逆 散 射 问题 方法 为 止 ， 这 一 事实 才 为 人 们 所 知 
道 . 所 存在 的 这 些 例 子 都 已 归结 为 线性 问题 . 
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对 线性 KdV 方程 ” 


Mr: =™ 一 下 ver .05H 
Ox 6u 
来 说 ,相应 的 哈密 顿 量 为 
Hi == i uiadx 
2 J-% 


用 w(x) 的 传 里 叶 变 换 , 便 得 到 作用 一 一 角 变 量 ， 引 入 一 个 复 
斋 数 cp)(p 0) 

C = x) eitrdx, 

(p) J | (x) x 
并 利用 站 松 括 号 (4.9) 的 表达 式 , 容 易 得 到 ， 
tc(p)， c(p')} 一 i6(p 一 加) {c (Cp), c(p')} 一 0， 

名 ckz) 和 <(2) 为 正则 共 狐 变量 .哈密 顿 量 用 变量 c(y) 表 
示 , 我 们 得 到 


Hi | pelp)c(p)dp. 
同时 系统 的 总 动量 了 一 一 十 | wax 为 


P= 一 人 piCp)c Cp)ap. 


在 新 变量 中 ,运动 方程 形式 为 sc(p) 一 {cl(p), Hi} 或 者 为 
ce(p) = ipic(p), 天 c(ps1) = c(ps0) er 
变量 c(p),，c(p) 是 量子 力学 产生 和 消灭 算 子 的 经 典 类 似 物 ; 
作用 型 变量 N (yp) 乃 是 动量 为 卫 的 状态 占据 数 . 
N(p) =— cl(p)ctp). 
N (zp) 的 正则 共 轿 变量 为 c(y) 的 相 ，@(p) 一 argc(p)。， 于 是 
{N(p), DB(p')} = —5(p — p'), 
{NC(p), N(P')} = {Bp), DP')} 一 0， , 
在 作用 一 -~ 角 变 量 中 、 哈 密 顿 量 仅 依赖 于 整个 变量 集合 中 的 


多 二 2 


一 半 : 它 是 作用 变量 的 函数 站 7 
Hi | Pp'N(p)dp, 
因此 运动 方程 表示 为 
N(p) = 0, $(p)— 

下 面 转 到 这 节 的 直接 问题 ,引进 Kdv 方程 的 作用 一 一角 
变量 。 首先 我 们 指出 用 散射 数据 所 表示 的 正则 变量 。 为 此 ， 
必须 算出 散射 数据 的 全 部 可 能 对 的 泊 松 括号 (4.9)。 例如 考 
虑 {a(t), oCX))} 

@ oI 5K) 9 80k) 7 
te C4)} 一 人 S22 CA 2 


一 二 | (名 日 0D 6b 8 Be) ax. 


2 Bu Or Bu 6u Br Bu 


一 多 6a(R) 52(4) , . 
为 了 计算 BaCx)” Bu Cw)” 我 们 利用 表达 式 (1.13): 
a(R __ 1 [e220 0 上- 


Bu (x ) 本 2 Bul(x) By 


0 8 ,~ 0 8B(y, &) 
Be) Oy py, KR) + p(y, *) By GCe) 


_ 工 8 spCy, ©) 
$09, k) | (3) 


显然 ,函数 G(x, y,) 一 ee 满足 薛 定 谓 方 程 对 x(x) 
“ 微 商 ” 所 得 到 的 方程 
OG 
Oy’ 
. 同时, 因 p(y,) 由 一 一 co 时 的 渐 近 值 确 定 , 故 方程 (4) 
的 解 G(x, y, X) 得 用 下 面 的 辅助 条 件 确定 \ 


+t u(y)G = RG — 6(x — y)p(y, £), (4) 
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Cry,yk) 一 0 当 y< 之 x. 
作为 方程 (4) 的 解 ，G(x、，y，,《) 对 所 有 y 来 说 是 ? 的 连续 本 
数 ; 但 6G/8y 在 y= 二 x 点 上 有 间断 ， 从 C4) 容 昂 求 出 在 访 操 


右边 的 边界 条 件 0s yo 为 


CC ?一 区 十 0 本 Plx, ). (5) 
现在 我 们 利用 表达 式 (3) 的 右边 与 ?无 关 的 这 一 情况 。 令 
”一 xx 十 sgE> 盖 0，s 一 0. 因 函 数 J(y,《) 的 值 由 》 一 
十 co 时 的 渐 近 值 所 确定 ,显然 , 它 与 y 点 左边 的 势 值 无 关 , 故 
3p(y，K)/6u(x) 一 0 (7 > x+)， 从 而 公式 (3) 有 下 面 形 式 


ca 人 1 3, 
Ba Cx Eo » Kp(r, %). (6) 
完全 类 似 地 求 出 : 
86) je py 
Bu (Cx) 2 22k 一 - pl ? R)pl 》 k). z (7) 


将 所 得 到 的 表达 式 代入 到 (2), 得 到 问题 要 计算 的 积分 : 
= | 5 x x \ 
(a, CR)} ~ 3 | [BCs pC, «) 
x 六 prs prs Re) — blr, kpCr, Rk’) 
9 5 x x | x : 
x B(x, Pl, A)|a . (8) 


其 实 ,，(8) 中 的 被 积 画 数 是 全 微 商 实际 上 ， 令 有 gi, fi， gg， 
是 本 征 值 下 分 别 为 届 ,下 的 薛 定 请 方程 的 任意 一 对 解 : 即 


a’ 
一 2 十 w(x )f2 = Kfi29 


_d 
本 十 ee 2 一 Ki, 2812. 
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于 是 ,不 难 证 明 


d 
fgi — f28;2 一 fg — fg, 
dx 


1 .| 
TT 112x 21 1x 182x* ~ SIG1x ] . (9) 
7 [Cf 一 fofis)( gig2x 一 Big1x) 
令 = pr, kK), f= 多 xz ©'), B81 一 p(x, R), g2 一 
9(xz 人)。 从 《8)。 《97) 求 出 


a = im la(R)a(R)e Yt 
(a RO} 一 Bi lim, [a Coa) 


— CRBCR ) ets 一 人 二 人 a ABR) 


一 《十 人 7 2 (RO—R')x 
fi oR NGA 


7 im | 一 “<CDz Je 一 2K 十 BCABCK ye-zzhz 

一 1) 一 入 一 全 地 (4 万 (有 Je 一 27(+ADz 

十 大 CAD)ZCA ) 十 必 a(k’)b(R) : |. 
(10) 


这 里 ,我 们 曾 利 用 了 下 面 情 况 : 当 x* 一 十 0 时 

px R)—> ert, plxs KR)—> alR)e tr + bkR)e't:, 
而 当 x 一 一 00 时 ， 

(zy KR) > ek, plx, R)—> alR)e tr: — pCOR) et, 
现在 必须 阐明 , (10) 中 所 出 现 的 极限 应 该 按 哪 种 意义 上 去 理 
解 ， 为 此 要 注意 到 , 在 计算 u(x) 的 泛 函 泊 松 括号 时 , 总 是 要 
对 含有 《的 光滑 函数 按 上， 积分 形 如 {aC%), 5(R)} 这 
种 类 型 的 量 . 因 {a(《), 5(k)} 包含 有 奇异 分 母 , 因此 ,我 们 
约定 这 样 的 积分 是 主 值 意义 上 的 . 现在 利用 广义 函数 理论 中 
的 热 知 关系 式 | 


申 二 本 。 


kr 
jimp 和 二 一 好 » 
imp 所 8(k) 
式 中 呈 表 示 主 值 部 分 ,从 (9) 我 们 得 到 
{a(R)» 5CR)} 一 1L eA2CK) 
2 Rk? _. R”? 
一 a(R)BCR)ECKR 一 大 )。 
用 类 似 方法 算出 散射 数据 其 余 几 对 元 素 的 泊 松 括号 ， 算 出 它 


” 们 之 后 ,不 难 证 明 下 面 的 量 


nO ~ lanl)N, pA) ~ args(#), > 0 (11) 


满足 正则 交换 关系 : 
{nCR), nk)} = {pK), p(k)} = 0, 
{pkR), nCR')} = 6(R — k). 

在 一 般 情形 中 ,散射 数据 同样 含有 分 立 谱 的 特征 ,为 了 计 
算 含有 这 些 特征 的 泊 松 括号 , 必须 求 出 变 分 导数 82/5u(x)， 
66s/6u(x)。 从 微 扰 论 熟知 的 公式 , 求 出 这 些 导数 中 的 头 一 个 
的 表达 式 : 


一 到 一 | au)Bar|| BCoaz| ， 


式 中 f(x) 是 薛 定 谓 算 子 的 本 征 值 为 一 £2 之 本 征 函 数 . f, 取 
作 p(x，, ixs)， 并 利用 该 函数 的 范 数 表达 式 (1.15), 求 出 


Bn x, ixa) [ia' Gra)ba]. (12) 


Bu lzx) 


为 了 计算 85,/6u(x)， 采 用 以 下 标准 方法 ， 在 某 个 有 限 间隔 
内 “截断 ” 势 (x)， 即 考虑 在 此 间隔 以 外 等 于 零 的 势 ， 对 于 
被 截断 的 势 来 说 ， 所 有 解 _ p(x, ),， p(x，) 都 可 以 从 实 轴 
到 复 平面 上 上 的 任何 一 点 作 解析 延 折 . 《从 方程 的 解 对 参数 
的 解析 关系 定理 得 出 这 一 结论 ,) 因此 对 有 限 势 (daagzrge 才 


» 46 »。 


DOTesII8aT) 来 说 ， 
b, = bGk,),. | 
而 九 的 变 分 导数 从 公式 (7) (其 中 应 假定 《一 i,) 求 出 . 算 
出 含有 rs 2。 的 泊 松 括号 (利用 公式 (9) 不 难 求 出 所 出 现 的 
积分 ) , 求 出 变量 


Ni = kl, DD,= 21n 


同样 存在 正则 交换 关系 : 
{Nis 8 一 一 5 {Ni Nv} = {@, Br}=0 
除 此 之 外 ,这 些 变量 同 连 续 谱 变量 x(%*)，qp(《) 是 对 多 的 。 
正则 变量 的 集合 n(KR), p(k), Nis, B1, l= 1, “is 
N 显然 是 完备 的 ,因为 散射 数据 被 它们 单 值 地 确定 出 来 : 


(A) = [1— eR 

。 oo p N -71/2 
X exp {ip + pe yk 和 K 一 NI ，(14) 

一 N12, bi (—1)'t!e 2., 

我 们 已 经 完成 了 我 们 程序 的 第 一 部 分 ,在 由 函数 x(x) 所 
组 成 的 具有 泊 松 括号 为 《4.9) 的 相 空 间 中 ， 引 人 了 正则 坐标 
zk)，9(K)，Vi，9i。 其 次 ,利用 前 节 的 公式 ,我 们 可 以 指出 ， 
多 项 式 泛 孙 7[x] 在 这 种 坐标 下 的 显示 形式 .公式 (5.9) 直 
观 上 君 出 如 下 : 


二 


1 


EA (=1,2,., N) (13) 


TN 十 + zp kin (kak. 

(15) 
因为 所 有 a()， Ni 彼此 都 是 对 易 的 ,因此 , 泛 函 [4] 的 泊 检 
括号 等 于 零 


21inlu] 一 


{1;, 1x} = 0 : (16) 
(对 任何 i 和 7)。 这 就 意味 着 
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1 8 $1, | i  . 
—i Fr 0, | 
| Ou Dr Bu ” (17) 


(17) 中 的 被 积 表达 式 乃 是 x(x) 及 其 导数 的 某 种 多 项 式 ， 当 
函数 x(x) 为 任意 形式 时 ， 该 多 项 式 的 积分 等 于 零 表 明 ， 


7 日 71 
一 ~ 了 _ 一 一 玫 。 
rr Dr du 是 全 微 商 : 


SL .81 0 p,,, 


Ou Ox Ou Ox 


” 式 中 Fj 同样 是 w(x) 及 其 导数 的 多 项 式 ， 这 一 事实 能 推 


断 ， 用 前 节 的 递 推 公式 所 构成 的 泛 函 1; 彼此 相互 对 易 , 甚至 
当 u(x) 是 x 的 周期 性 函数 (这 种 情形 迄今 还 没 研究 ) 也 是 如 


”此 . 特别 , 这 意味 着 KdV 在 周期 性 情形 下 , 也 存在 运动 积分 


的 可 数 集 : 
dj 


不 过 , 现在 我 们 还 是 回 到 u(x) 在 无 穷 远 处 衰减 的 情形 . 
考虑 沦 函 万 为 


yy . 
H 一 > Ci7i[z] M < co. (18) 
7=1 


我 们 可 以 阐明 五 是 哈密 顿 亢 数 ， 抒 可 以 考虑 下 面 形 式 的 含 微 
分 方程 : 
| .9 6H : : 
A Oxr Bu (19) 
任何 这 种 形式 的 方程 将 是 完全 可 积 的 ， 因 为 这 里 五 所 包含 的 
正则 变量 仅仅 是 zk4)，NM 的 攻 数 而 与 角 变 量 pg(*)，@) 无 
关 . 其 中 ,，KdV 方程 就 是 完全 可 积 的 , 它 的 哈密 顿 量 在 新 变量 
中 其 有 下 面 形式 : ， 


4 和 


H=—— 2yNy + 8| nC)ak. (20) 
运动 方程 
大 一 0 四 一 8 ， AM 一 0，d 一 —16N’? 
又 非常 准确 地 推出 GGKM 方程 (2.3), (2.8), 并 且 平 凡 地 被 


积分 为 
n(K, 1) = n(k, 0)， pk, 1) 一 p(k, 0) + 8Rz, 
Ni(#) = Ni(0), DD) = B10) — 16NYY, 


具有 哈密 顿 量 (18) 的 任意 高 阶 ”KdV 方程 (19), 情形 也 是 
一 样 的 。 所 有 这 些 方 程 保 持 藤 定 刘 算 子 的 本 征 值 守恒 , 并存 
和 在 图 数 ae(A) 及 多 项 式 积分 7[x] 作为 运动 积分 。 而 角 变 量 
对 时 间 的 依赖 关系 由 下 面 公 式 给 出 : 

8H 


p(k, 71) = pl 0) + 1 


OH 
DI = BA(0) + i. 
1(2) = BA(0) BN 


同时 ,从 (15),(18) 看 出 , 24 力 是 的 奇 次 军 多 项 式 


6H 


和 一 2ian& ”一 PCOXK)。 
由 此 可 见 , 当 势 x(x) 按 高 阶 KdV(19) 演化 时 ,反射 系数 对 时 
闻 的 依赖 关系 具有 下 面 形式 : 
(Rs 1) 一 rk 0)e PK, (21) 


下 面 让 我 们 研究 一 个 系数 依赖 于 n(x) 及 其 导数 的 2m 
十 1 次 宕 的 微分 算 子 4w。 这样 的 算 子 ,第 一 , 当 “ = 0 时 , 它 


等 于 二 P( 十 2 ), 第 二 , 它 满足 条 件 


2 
[ 志 ~ u(x), 4 | i Flu, Hr “* ”3 ut ), 
x 
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式 中 下 是 滋 函 数 的 算 子 . 显然 ,这 样 的 算 子 4。 是 存在 的 ;对 
它 的 系数 来 说 ,不 难得 到 能 用 u(x) 来 表示 这 些 系数 的 递 推 公 
式 。 另 外 ,方程 

us = Flus urs -°° ut™t!), (22) 
同样 可 写成 下 面 形 式 的 Lax 表象 : 

OL 

Br 一 [ZL 4]， 
因为 散射 数据 随时 间 演 化 ,借助 于 (22) 有 (21) 形式 的 结构 ， 
因此 ,上 面 的 Lax 表象 将 同方 程 (19) 完 全 一 致 。 这样, 所 有 高 
阶 KdV 方程 存在 Lax 表象 .在 研究 KdV 的 周期 性 解 时 ， 我 
们 将 用 到 这 些 事 实 . 


$7. 微分 - 束 分 系统 


逆 散 射 问题 方法 也 可 以 用 来 研究 常 微分 方程 组 。 例如 ， 

我 们 研究 系统 : 
dcs 
dt 
特别 是 在 等 离子 体 中 研究 朗 雇 振荡 谱 的 精细 结构 时 ， 便 产生 
这 种 系统 。 正 因为 这 一 点 ， 有 时 我 们 把 系统 (1) 称 为 “ 朗 雇 
链 ”， 我 们 用 一 对 无 限 方 阵 志 和 4, 将 方程 (1) 写成 Lax 形式 
L 一 [ 工 , 4]， 其 中 工 和 4 的 矩阵 元 为 
Lam 一 CYBsmii + < 区 Donms (2) 


we Ca(cotl 一 ce-1)， “00<n< 00， cn(#) > 0. (1) 


Anm 3 py [esfe 21B。 ?7902 cr ciOn tm] , | (3) 


式 中 8, 是 Kronecker 符号 ， 当 2 关 1 上 时，5。 一 0， 而 当 
n 一 1 时 ， 6 一 1. 直接 算出 对 易 子 L4 一 4L， 证明 此 
”对 易 子 等 于 按 公式 (1) 算出 的 2 /diz. 
: 可 积 的 微分 -差分 系统 的 另 一 个 例子 是 描述 粒子 最 近邻 


/和 S50 。 


TI 


之 间 具 有 指数 相互 作用 的 一 稚 科 子 链 的 动力 学 方程 组 : 
Lt 
dr 

式 中 x,(z) 可 理解 为 点 阵 中 第 7 个 原子 的 坐标 ， 系 统 (4) 称 

为 Toda 链 ， 因 为 Toda 在 1970 年 首先 研究 了 这 种 类 型 的 点 

阵 ， 并 发 现 方程 (4) 的 精确 解 一 一 描述 点 阵 中 位 错 运 动 的 阪 

子 . 方程 (4) 恒 等 于 下 面 形式 : 

Cn 一 Cn(vn 一 2n 1)， vn = Cn+1 ~ Cn9 (5) 

其 中 yy, 一 之，，c» 一 exp (x — Xn1), cn > 0. 

用 下 面 一 对 算 子 L -- 4 来 积分 方程 (5); 


rs enti 8 一 一 Crp 一 za 一 1 (4) 


Lm = ci2G smtl 十 C1 On 10m 十 VnOnms (6) 
Anm = 1/2(cs 6n,m+1 一 CHB 41m). (7) 


注意 到 , 算 子 (6) 同 算 子 (2) 只 差 一 个 对 角 和 矩阵 . 

方程 (1) 类 似 于 Kdv 方程 的 差分 形式 ,并 且 在 连续 极限 
下 方程 (1) 变 成 KdV 方程 为 了 证 实 这 一 点 ,让 我 们 研究 满 
是 方程 (1) 的 函数 cc(x, 2)( 一 00 < 之 x < 过 00); 

cx) = cx)[c(x + 6)— cx — 6)1. : 
我 们 将 取 0 二 5 <1, 并 且 假 定 c(x) 关于 x* 的 微 商 有 足够 多 
的 次 数 . 另外 ,我 们 还 假定 
c(z) 一 工 一 52z(z)， 
式 中 v(x) 满足 方程 
y= v(x 6)— v(x — 6) 
— v(x)[v(x 十 35) 一 zx 一 9) 

将 上 方程 右边 按 5 展 成 窒 级 数 并 准确 到 5 项 : 


j 一 2987。 十 闻 Diy,x — 263v(x)v, 十 0(5°). 


用 个 里 略 变换 1 一 1, x 一 x 十 261, 将 26v 稍 去 ; 采用 市 搬 
的 变量 ， 划 上 方程 具有 下 面 形式 : 


» Sl 。 


3, . 
Dr lor 一 25 2 + 005), 
Br 3 Bx” Ox 


最 后 , 令 一 之 一 +， 我 们 得 到 
Ov Ov Ov 2 
Br 一 十 6v 十 0O(05)， 
现在 让 6 -> 0, 便 得 到 KdV 方程 . 
用 算 子 L-4 对 的 形式 也 可 以 实现 岗 类 似 的 极限 过 渡 ， 为 


此 我 们 研究 Lax 方程 的 相应 表象 : 
SY Ls, 一 4, 有 + 5 4nd — 0, 

on 一 co 一 2 一 oo (8) 
式 中 算 子 工 和 4 是 由 公式 2 1 和 (3) 定义 的 。 将 (8) 的 头 一 
个 方程 写成 


(1 — 6v(x)) p(x 一 5) 
+ (1 — Ox t+ 6)) p(x + 5) — 2p(x) 

~ (414— 2)p(x) 
并 把 此 式 按 6 展开 ,得 到 

BYrs — ox)) = (4 一 2)0(z) 十 0(5). 
我 们 表示 1 一 2 一 一 5， 这 时 

和 rz 一 xz) 中 一 一 A 呈 十 0(6). 
对 方程 (8) 的 第 二 个 方程 作 类 似 的 程序 、 并 考虑 到 上 面 曾 用 
过 的 代 换 x 一 x，: 一 1 一 z， 我 们 求 出 
p+ Ab = O0(6), 

式 中 4 同 (2.5) 完全 相同 . 就 这 种 意义 上 , (2) 和 (3) 的 对 
算 子 L-4， 其 连续 极限 相应 于 KdV 方程 的 对 算 子 , 而 算 子 
(2) 类 似 于 Sturm-Liovijlle-Schridinger 算 子 的 有 限 差 分 ， 最 后 ， 
我 们 提醒 一 下 ,系统 (4) 的 连续 极限 为 非 线 性 弦 方 程 


e 2 。 


ii 一 一 一 


Ou 2 Ou. 十 Ou 十 0 2, 
Or? Or’ Or’ Or 
此 方程 可 同样 借助 于 逆 间 题 方法 来 积分 中 . 
下 面 我 们 着 手 研 究 系 统 《1),(4) 的 柯 西 问题 . 在 无 限 
链 的 情况 下 ,自然 的 边界 条 件 是 对 于 朗 雇 链 (1), 当 |2| 一 
co 时 ，,，c， 一 1， 而 对 于 Todu 链 (4), 当 |z 一 0% 时, c。 一 1， 
zz 一 0。 在 后 一 情形 中 ，cs 一 1 相当 >*， 一 2 一 0 如 果 
xn 为 第 2 个 粒子 偏离 平衡 位 置 x, 一 0 处 的 位 移 , 那么 所 采 
用 的 边界 条 件 就 意味 着 ,在 无 穷 远 处 的 点 阵 ， 一 般 来 说 ， 用 移 
动静 止 的 后 阵 xsa = 0 便 可 得 到 . 按照 逆 问 题 方 法 的 图 象 
($2), 在 求解 上 面 所 研究 的 方程 的 柯 西 问题 时 ， 首 先 应 研究 
相应 算 子 工 的 散射 正 问 题 和 逆 问 题 . 建立 这 些 问题 的 方法 是 
很 目 然 鸭 并 且 同 醇 定 瘟 算 子 的 散射 理论 有 许多 共同 之 处 . 
算 子 L(6) 的 本 征 函 数 方程 为 
V en to 十 Venr pari vbs = prs —00 < < 00; (9) 
我 们 将 把 &, 取 作 复数 ， 同 朗 雇 链 有 关 的 算 子 , 它 的 本 征 
图 数 满 足 v, 一 0 时 的 方程 (9)， 我 们 将 认为 ,问题 (9) 的 系 
数 满足 下 面条 件 : 


I ca’ < co， bas < co 


(10) 


对 Toda 链 的 情况 而 言 , 头 一 个 条 件 表明 , ” 取 无 限 大 时 ,点 阵 
位 移 是 有 限 的 ,而 第 二 个 条 件 显然 表明 动量 的 有 限 性 ， (| 
(5) 的 运动 积分 .。) 

题 (9) 存在 填 满 线段 一 2 和 1 委 2 的 简 并 连续 谱 ;此 
四。 -地 业 说. 加 是 (9) 还 有 分 立 谱 ， 分立 谱 本 征 值 的 模 大 于 
2， 相 应 的 本 征 函 数 4 是 平方 可 加 的 . 连续 谱 的 本 征 函数 
r(x) 对 所 有 *# 都 是 有 界 的 . 如 果 4 属于 连续 谱 ， 那么 当 
2 一 土 c 时 ， 居 的 渐 近 形式 为 


ep $3 e 


pa= cis2 十 cz 十 OUI)，|z| 一 1，12 一 > 十 xz. 
引信 问 题 (9) 的 特 解 ,Cz) 和 pz ， 它 们 由 下 面 的 渐 
近 形 式 所 确定 : 
brlz)— 2 +O(l), n>%, 
pz) 一 z 2 十 OO)，7 一 一 00. 
对 任何 ”来 说 ,函数 p,《z) 和 (kz) 在 复 平 面 xz 的 单位 圆 内 
是 解析 的 . (9) 的 第 二 对 特 解 oo。(z)，, $s《z) 由 下 面 渐 近 形式 
所 确定 : 
bras) = 2 ?+ O01), 7 一 十 oo， 
pl2) = 2°? + O(1), ni 一 > 一 CO ， 
它们 在 此 单位 加 外 是 解析 的 ?。 显然 ,在 单位 圆周 上 ， 
ya(z) 一 Pols), Pnlz) 一 pnlz), |z| = 1, 
将 此 关系 延 拓 到 复 平面 上 ,得 到 
1 ~ 1 
A EAEACS) 


4 


~ ~ 1 1 。 

Pr 2) 一 Fn 但 一 gn (+). (11) 
在 ?平面 上 (4 一 z 十 xz ')， 问题 (9) 的 连续 谱 乃 是 单位 贺 
周 . 当 |z| 一 1 时 , 解 4,.Cz) 和 s(x) 是 线性 无 关 的 .此 外 ， 
由 于 方程 (9) 的 线性 无 关 解 的 个 数 不 多 于 两 个 ,所 以 (9) 的 

任何 一 个 解 应 是 $C(z) 和 6$(z) 的 线性 组 合 。 其 中 
gpn(z) 一 os) prs) + Be) pz), |zl=1. (12) 
对 于 具有 同样 4 的 方程 (9) 的 任何 两 个 解 内 ”来 说 ,表达 式 
W(pH, bo) Vea GPGD, 一 0 (13) 
与 号 码 *# 无关。 在 我 们 的 理论 中 ,形式 丈 起 朗 斯 基 作 用 ;特别 
是 ， 如 果 W443, yw) 一 0, 那么 解 p52 和 中 是 线性 相关 


1) 我 们 提醒 一 下 ,所 引信 的 函数 ， 作 为 实数 方程 的 解 (其 渐 近 形式 由 = 的 实 
函数 给 出 ), 它 们 满足 关系 BnC3) 一 pa(E)3 Paz) 一 jr) 等 等 
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的 . 当 上 式 取 连续 极限 时 , WW 直接 变 成 朗 斯 基 行 列 式 . 计算 
朗 斯 基 W (p(s), $ (2)): 


W(g, $) 一 oO WB, $) = oz) (2 — 2), 
我 们 求 出 
ag(z) 一 一 了 (CCz)， $s) (14a) 


2 一 2 1 


这 个 公式 指出 , 当 |z| 和 工时，c(ks) 是 解析 的 . 用 类 似 的 广 
法 计算 灰 (p，5)， 我 们 求 出 : 
las 一 16Go) 一 1，|z| 一 工 . (14b) 
实 轴 点 zw，0 二 |zs| 二 1,n 一 11,2, ,入 ,《 在 这 些 点 
上 a(z,) 一 0) 同 算 子 工 的 分 立 谱 本 征 值 ; 2 一 zx 十 231， 
imz* 一 0， 是 相互 单 值 对 应 的 . 在 这 些 点 上 
gpn( sk) 一 biba(21), Imbi 一 10， (15) 
名 p,(zk) 是 算 子 工 之 分 立 谱 的 本 征 函 数 。 
集合 
SS 一 (rs)，z，p n= 1, 2,..., N) 
(其 中 1(z) 一 8(z)a !(z), |z| 一 1,) 为 了 同 苹 定 户 算 子 理 
论 相 类 比 , 我们 把 它 叫做 算 子 工 的 散射 数据 。 算 子 L(2) 是 
算 子 (6) 的 特殊 情形 .假定 (9) 中 w 一 0， 容 易 看 出 ,这 时 
对 任何 一 个 = 来 说 ，9p,( 一 z) 一 (一 1)*p。(z) ，d (一 z) = 
(一 1)"y(z)， 因 此 ,对 于 算 子 L(2) 来 说 ， 
以 一 z) 一 xc(z)，8( 一 2) 一 6(z)，|z| = 1. 
因此 ， 算 子 〈2) 所 分 离 出 来 的 散射 数据 中 ，r( 一 z) 一 + (2z)， 
|z| 一 1; 同时 点 z， 所 构成 的 集合 相对 x 一 0 是 对 称 的 ; 归 
一 化 因子 6 在 对 称 点 上 相等 ， 
散射 数据 随时 间 的 演化 借助 于 系统 (5) 的 动力 学 由 下 面 
方程 确定 : 


» 5 @ 


Dop， (z) _ 1 wl 
一 站 十 (4p)。 2 ( ) pn (Cz), 


式 中 右边 是 这 样 选择 的 ,使 得 当 nx 一 一 2 时 ，qn(zx) 的 浙 近 
值 与 时 间 无 关 ; 算 子 4 由 矩阵 (7) 给 出 . 把 表达 式 (12)， 
(15) 代 人 到 上 式 , 求 出 
r(z2,1) = r(z, 0)expf(s 一 zz]， 
bolt) 一 bo(0)exp[(zn 一 zz 0)1]， 
当然 ,本 征 值 (z,) 与 时 间 无 关 . 
如 果 算 子 (2) 的 系数 满足 方程 (1)， 那么 用 类 似 的 方法 
求 出 散射 数据 对 时 间 的 依赖 关系 : 
r(z351) = r(z,0)exp[(z’ 一 z 2)7]， 


(16) 


(17) 


b(t) = b,(0)exp[(z2 CO— 22)17]. 
现在 着 手 研 究 散射 的 逆 问 题 ,为 此 我 们 引入 表示 : 
ps) =2z" {I cx0,C2), 
让 二 二 1 
$2) = 2 TE ert, C2), (18) 
不 二 十 1 
ps) = IT ei,(s). 
上 证 二 十 1 
由 于 (11), 按 上 式 我 们 有 
Xa(2) = rn(2!)., (19) 


相应 单位 圆 内 部 与 外 部 ,函数 9,(z) 与 x,(z) 是 解析 的 并 满 
中 方程 
2z0, 十 ic9 十 v0, = 二 (2 二 2 !)0, (20) 
(x 也 满足 这 样 的 方程 ). 
当 z 一 0 时 ,从 (20) 得 到 
0 1(9) . 
Sw C27) 
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当 |z| 一 oo 时 ,XX,《z) 有 渐 近 展 式 
2 x) 
Xi(z)= 1 十 > A 
将 此 展 式 代 人 到 《20), 我 们 求 出 


om 一 DD. (22) 
现在 我 们 用 (18) 式 的 表示 把 关系 式 (12) 写成 : 
bokz) (8) + sr (Ca)Xs (1s| =1. (23) 


a(z) 
重复 相应 $1 的 讨论 ,在 研究 中 我 们 引入 分 片 解析 函数 D(z): 
0,Cz)ar 1(z), |z| 一 1， 
. D2) 一 {z (2), lz| 二 1. 
此 函数 在 单位 贺 内 的 点 B13 Tg “3 LN 上 有 简单 极点 ， a(z) 
在 这 些 点 上 等 于 零 。 根 据 (15), (18), (19) @,(z) 在 点 s+ 上 
的 留 数 等 于 
2 X (sl 
7 (zx!). 
从 (23) 看 到 , 困 数 @B,(z) 在 单位 圆周 上 的 跃 度 等 于 
"rr(z) Xs (2), 
最 后 , 当 |z| 一 Oo 时 , 驳 数 Dz) 一 | 
这 些 特征 单 值 地 确定 出 9, (2): 
z22pDAX (zx!) 
中 == | 
It > ws) Cs — i) 


-二 | 2 (2 DX (2 7) gor, (24) 
271 J 12'i=1 


(24) 中 的 积分 沿 单位 圆周 正 向 进行 ( 逆 时 针 方 向 ).。 用 汤 数 
Xa(z),|z| 一 1 及 量 值 %,(sx') (为 简单 起 见 用 Tr’ 表示 它 
们 ) 能 把 公式 (24) 写成 封闭 性 方程 组 ， 当 点 > 从 外 面 趋 于 单 
位 圆周 时 ,从 《24) 我 们 得 到 


® 与 7 9 


2 和 2 人 人)5 2 
xX,(z) 一 1 十 > Ta) 二) 十 pi r (2) Xn (2) 


二 1 2 dz (25) 
其 次 ,在 (24) 中 令 z 一 zf 我 们 得 到 NN 个 Tw 的 方程 

PO 
n=1 (2m) (sk! 一 zm) 
二 | zr (2)X, dz 

2xrz J zl=1 2 一 ok 
k=1,2,...,N. (26) 

量 c,, vs 通过 方程 组 (25), (26) 的 解 用 公式 (21), (22) 来 
确定 ,在 (21),(22) 中 应 假定 


60,(0) _. 2# 一 1 /一 1 (#8) 
0 一 1 > bno (gm)T! 


一 二 | zr (2 Xz) ds, 
271 


(27) 
N 
XP 一 >, SC (gm)TH™ 
m= 1 


十 一 | Zp Cz)X, (z)dz. 
不 难 验 证 ,在 上 面 对 于 属于 算 子 L(2) 之 散射 数据 所 指出 的 那 
些 限 制 条 件 下 ,函数 X22 自然 而 然 等 于 零 ,从 而 保证 了 v, 一 0. 

正 像 薛 定 刘 算 子 那样 , 当 系 数 + (z) 恒 等 于 零 时 ， 关 问题 
方程 (25), 《26) 很 容易 解 . 在 这 种 情况 下 ，c。，z。 仅仅 由 分 
立 谱 的 特征 确定 . 在 圆周 |z| 一 1 上 , 当 pz) 一 0 时 ， 从 
公式 〈14b) 得 到 : 

Ic(z)| = 1. 

在 这 种 情形 中 ，a(z) 唯一 地 由 它 自 己 的 零点 zi, i 一 1， 
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2， ,NN, 及 a(0) >0 的 条 件 所 确定 ， 后 一 条 件 与 bl(z) 
一 0 情形 无 关 , 它 是 普遍 的 条 件 . 它 是 直接 从 (14c) 和 (18 ) 
得 出 的 下 一 公式 


ca(0) 一 -2>>0 


的 结果 ， 
当 B8 一 0 时， 


a(z) = sign( 了 >) J 
归 一 化 因子 5; 的 正 负 号 应 符合 于 下 面 公式 所 给 出 的 条 件 : 
DS (zi) = —zi0(z1)bi, (28) 


得 出 此 公式 的 想法 同 (1.15) 一 样 。 对 于 b&b; 的 其 它 方面 可 以 
任意 选择 . 
下 面 让 我 们 研究 最 简单 的 情形 , 即 当 a(z) 在 单位 加 内 只 
有 一 个 零点 xz 一 z, 一 x 的 情形 .在 这 种 情形 中 ， 代 数 方程 
组 (26) 只 有 一 个 方程 F 一 了。: 
了 ,一 工 一 cx 
式 中 < 表示 量 
= 
gx) x1 xr) 
由 于 《28), 此 量 为 正 ， 用 (27) 算出 6.C0), X39, 我 们 求 得 


0 (0) 一 3 Cx” 
-十 (xz 一 ] 
(0) 一 ] -HH cx2n ” 


了 从 
XD = xix) 


1 十 cx2z” 


引入 表示 


n -fn £) Ine. 
由 于 (16), no 是 时 间 的 线性 函数 : 
nC2) 一 六 (0) 一 (ma 二 ) G7 — x)i. 


利用 (21)，, 我 们 求 出 点 阵 粒 子 的 位 移 x,(2): 
x,t) = — 1n06,(0) 十 const 

2(2—n0(t)) 

一 一 ln 二 (x 一 D |. 


(29) 


由 此 可 见 , 解 (29) 旋 是 以 恒定 速度 运动 着 的 点 阵 形变 ,并且 
形变 的 形状 不 随时 间 而 变 ， 这样 的 解 我 们 将 叫做 碧 子 .。 瑰 子 
的 速度 是 sc(z) 的 零点 位 置 的 函数 ， 


2 一 一 (I 证) (x !— x), 
证 


并 且 当 x < 二 0 时 ,vv 为 正 , 而 当 x 之 0 时 ，v 为 负 ，( 注 意 ， 
Ix| 二 11.) 容易 看 出 , |v| > 1. 

在 一 般 情况 下 ，ca(z) 有 六 个 零点 ,这 时 当 +r(z) 一 0 时 ， 
逆 问 题 方程 组 (25)，(26) 同 单个 孤子 情形 一 样 ， 简 化 为 量 
T(t 一 1, 2，.…，N) 的 六 个 线性 代数 方程 组 ,从 而 总 是 可 
以 解 出 来 . 正 像 KdV 方程 一 样 ,方程 (4) 所 对 应 的 这 种 解 是 
N 个 孤子 , 即 描述 孤子 碰撞 过 程 . 研究 这 些 问 题 , 不 但 作法 
可 同 KdV 理论 完全 一 样 ， 而 且 结 论 也 是 一 样 的 . 孤子 的 速 
度 碰 撞 前 和 碰撞 后 是 一 样 的 ， 受 到 改变 的 仅仅 是 孤子 的 位 柜 
(xn(0)),， 并 旦 在 孤子 碰撞 中 没有 “多 粒子 ”效应 . 

求 朗 雇 链 (1) 的 孤子 解 同 样 是 简单 的 . 对 于 这 种 情况 ， 
由 于 奇偶 性 ，c(s) 在 单位 圆 内 部 有 偶数 个 零点 ， 其 中 如 果 
a(zi) 一 0， 那么 a( 一 zi) 一 0， 在 最 简单 的 情形 中 (Y (>) 
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二 0) a(z) 存在 两 个 零点 : xz 一 x > 0，a 一 一 x。 我 们 表 
不 
21b zp, 。 


cz 四 2 《2 
由 于 (28)c > 0. 假定 T8 一 T9 一 了 并 解 方程 (25), 我 们 
求 出 


rm 一 € + 2c 2 ;) ， 0<x<1. 
公式 (27), (21) 给 出 方程 组 (1) 的 解 cD). 同时 应 回忆 到 ， 
由 于 (17) 
c(t) = c(0)exwnl (x — x )i], 


4 
oD — Lt ace Ta, 
] 十 2ecx’” “TT, 


因此 ,(30) 旋 是 以 速度 
2 一 一 (lpx ) (x — x) 
运动 着 的 孤子 ， 显 然 ; 对 任何 *， 速度 v(x) 二 一 1. 当 x 一 1 
时 , 正 是 所 料 到 的 那样 , 解 (30) 变 成 KdV 孤子 . 朗 雇 链 的 多 
个 孤子 解 同 KdVN 个 孤子 解 行为 是 一 样 的 . 
在 结束 这 节 时 , 我 们 证 明 周 期 性 Toda 链 的 完全 可 积 性 . 
这 样 的 链 可 以 想像 成 在 一 个 圆周 上 用 小 弹簧 连结 起 来 的 六 
个 粒子 系统 . 对 于 无 限 方程 组 (5) 来 说 , 标 出 这 样 的 系统 等 
价 于 加 上 局 期 性 条 件 : 
Un+N™ Vn CntN 一 Cn 
当 假定 w+rx 一 gw 时 ,我 们 也 将 在 周期 性 沙 数 类 中 研究 本 征 
值 问题 (9). 同时 无 限 矩 阵 (6) 简化 成 具有 NN 个 独立 本 征 值 
的 N Xx 对称 和 矩阵 。 这 个 矩阵 有 下 面 形式 
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MD 0 0 .0 Va 
Ves yy A es QQ  。，。 4 0 
0 Ves Gy Veo 2 -... 0 
0 0 "**" .AMV cw UN—3 MV ew 
Ve 0 
而 此 和 矩阵 的 本 征 值 4 7 一]，2，… N, 满足 特征 方程 
detllL — 4Il|=0 


0 ew UN 


式 中 了 为 单位 滤 阵 . 
我 们 证 明 ,全 部 本 征 值 14; 都 处 于 对 合 (involution》 之 中 ， 
即 任何 一 对 4;、%; 的 当 松 括号 都 等 于 零 ( 工 的 本 征 值 相互 对 
易 )}， 系 统 (4) 是 哈密 顿 系 统 . 它 的 哈密 顿 量 为 
Vn 和 人 十 1 一 交付 
凡 一 了 >， (各 十 e )， 


并 


而 v，， x 是 正则 共 轿 变量 .这 些 变 量 的 泊 松 括号 有 通常 的 形 


式 : 
Os 8T O85 OT 
Ti 人 (as or 0 or) 
t | 2 Ox, Ov, Orv, Or 


采用 变量 Cny Uns {S， TT} 写成 下 面 形 式 : 


es 8T Bs DT 
2 
} 2 ‘ Ocs Ov, Ov, Oc, 


(as er as az 
“71 Ocnii 如 > Ov, Oc, 


现在 我 们 计算 导数 64;/8c,, 84;/6v,。。 为 此 , 当 算 子 有 很 小 的 
变化 时 ， 我 们 利用 已 知 的 微 扰 理论 公式 来 确定 其 本 征 值 的 改 
变量 : 

61 一 《由 | 5 世 1)， 


» 52 » 


式 中 由 是 算 子 工 的 归 一 化 本 征 向 量 . 我 们 有 
5 -到 (16 (7)， Be 一 J2()), 
式 中 $(j) 是 工 的 本 征 函 数 ,其 本 征 值 1 一 %. 
现在 我 们 注意 到 ,对 于 算 子 工 的 任何 两 个 本 征 函 数 来 说 ， 
直接 从 (9) 得 出 的 以 下 关系 式 是 正确 的 ; 
(2 — 1) 0,7 psi) 
= WP), BO — Won gi), $607)), 
式 中 多 由 公式 (13) 给 出 . 
利用 曾 引 用 过 的 表达 式 ,不 难 证 明 


{i, 4} = 一 一 一 7 > [Wi (pC), $7)) 
一 WiC), (7))] 
一 4(7)) 
一 三 1(% (CD ,0(7))]. 
当 加 上 周期 性 边界 条 件 时 ,此 表达 式 等 于 零 , 即 
{4i, 4;} 一 0. 


由 于 Lax 表象 、 所 以 本 征 值 4; 是 运动 积分 . 这 样 , 我 们 便 
证 明了 具有 六 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 《4) 存在 六 个 独立 的 彼 
此 相互 对 易 的 运动 积分 。 由 于 熟知 的 刘 维 定理 (例如 ， 参 看 
[20]) 这 表示 所 考虑 的 系统 是 完全 可 积 的 . 

我 们 还 要 提醒 一 下 , Toda 链 的 哈密 顿 量 用 矩阵 工 平方 的 
迹 来 表示 : 


H— SpL’ ~ 2 


良 据 同样 的 刘 维 定理 ,县 刀 可 迁 作 下 实 (4) 的 正则 作用 而 
上 式 表 明了 用 这 种 变量 所 表示 的 哈密 顿 量 ， 现 在 我 们 注意 到 
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以 下 情况 : 工 的 所 有 本 征 值 都 对 易 这 一 事实 , 同系 统 (4) 的 
具体 形式 毫 无 关系 。 因此 我 们 可 以 断定 , 能 表示 成 下 面 形式 
的 任何 系统 都 是 完全 可 积 的 : 
_ OH ,OH 

Ov " Ox, 
式 中 哈密 顿 量 五 为 矩阵 工 的 不 变量 的 任意 函数 ; 工 的 不 变量 
可 表示 为 :1,《x,，v) 一 SpL", 这 就 是 说 , H = (1, 4， ………， 
Iy) 及 1,(n = 1,-……, 入) 是 正则 作用 . 


区 


$ 8. 非 线 性 蔚 定 户 方 程 和 sin-Gordon 方程 


在 本 章 前 几 节 所 发 展 的 KdV 方程 理论 , 曾 依靠 了 Kdv 方 
程 的 Lax 表象 上 = [LL,4]. 现在 我 们 要 指出 KdV 方程 的 另 
外 一 种 对 易 表 象 , 我 们 将 看 到 ， 从 这 种 表象 出 发 ,有 可 能 把 这 
种 变形 的 理论 适当 地 推广 到 另外 一些 演化 方程 中 去 . 

在 积分 KdV 方程 时 ,下 面 的 二 阶 常 微分 方程 , 即 蕉 定 谓 方 
程 起 着 基本 作用 : 

Dre 一 ub = — Rh. (1) 
别 指 纪 过 , 如果 此 方程 的 势 按 KdV 随时 间 改 变 ,那么 还 应 满 
足 另外 一 个 线性 方程 ,也 即 
中 一 一 4 十 6 十 3tv 中 。 (2) 
一 般 情况 下 、， 的 上 两 个 短 分 方程 是 超 定 的 . 这 两 个 方程 对 
于 所 及 的 相 容 条 件 不 是 别 的 ,而 是 要 求 xxz，D 满足 KdV 
方程 : 
2 — 6unr + Urrr — 0, (3) 
为 了 证 明 (3) 乃 是 (1) 和 (2) 的 相 容 条 件 , 采 用 下 面 方法 是 
方便 的 ,我 们 先 把 二 阶 方程 (1) 化 成 两 个 一 阶 方程 组 ,为 此 ， 
引 人 和 人 一 个 新 的 未 知 通 数 ,使 得 
be = iky 十 内。 (4) 
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于 是 ,从 (1) 我 们 有 
dr = —ikg, + uy. (5) 
显然 ,系统 (4), (5) 恒 等 于 (1). 用 (4), (5) 可 以 消去 方程 
(2) 的 所 有 上 对 于 x 的 导数 项 ,因而 我 们 得 到 
pp, = iBD + 4 + 2ikug — ue + 2uh. (6) 
利用 (4) 和 (5), 从 方程 (6) 可 得 到 由 的 类 似 方 程 : 
一 一 41A0 + 4Rugp + 2iRusyp 
— 2ikugpi + (2 一 usr) + ur (7) 


将 少 和 改组 成 列 { ，] 一 9， 利用 与 参数 有 关 的 短 阵 和 


V, 可 将 (4), (5) 和 (6), (7) 写成 更 紧凑 的 形式 : 
px 一 UTC)9p， (8) 
9 一 了 (1)9， (9) 
式 中 


oa0 (全 


,all 0) ,/0 1、 /Ju 0 
V(14) = 4i1 十 44 ) + 2i2 
0 —!1 2 0 Ur —# 


+ Cr ). C10) 


2U 一 2 Ux 
矩阵 U,V 对 于 x、! 的 依赖 关系 是 通过 函数 u(x, 7). 

” 向量? 的 方程 组 (8), (9) 是 超 定 的 .(8) 对 “上 微 商 , (9) 

对 x 微 商 , 并 使 两 个 结果 相等 , 便 得 到 (8), (9) 的 相 容 条 件 : 
UW -37 OO), VO =0. (11) 

Or Dr 
矩阵 品 和 TV 依赖 于 任意 复 参 数 %4 (在 所 研究 的 情形 中 ,UU 和 VV 
丝 为 4 的 多 项 式 )， 因 此 (11) 的 等 号 左边 也 是 4 的 多 项 式 ， 
由 于 (11) 对 所 有 4 都 应 成 立 , 所 以 该 多 项 式 的 系数 应 等 于 零 ， 
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将 (10) 代入 到 (11)、 我 们 发 现 ,除了 一 个 自由 项 外 ,所 给 出 
的 矩阵 U、V 的 结构 (10) 确保 了 该 多 项 让 所 有 系数 都 等 于 
零 , 从 而 (11) 的 左边 为 


人 ) 
WU; -一 buwr 一 trre 0 


要 求 此 矩阵 等 于 零 表明 w(x, 1) 满足 Kdv 方程 ， 这 样 一 来 ， 
(11) 便 是 KdV 方程 的 新 的 对 易 表 象 ， 这 种 表象 在 研究 周期 
性 解 的 理论 中 起 着 重要 作用 . ( 参 着 第 二 章 $3, 那 里 U = 0， 
7 一 A). 

KdV 的 对 易 表 象 (11) 暗示 着 把 KdV 这 一 理论 推广 到 其 
它 一 些 演化 方程 的 一 种 途径 ， 即 可 积 方程 应 该 用 方程 〈8)、 
(9) 的 相 容 性 条 件 来 表示 ， 其 中 (8)、(9) 所 具有 的 矩阵 U 
和 7， 一 方面 是 谱 参数 1 的 有 理 函数 , 另 一 方面 UV、V 的 系数 
“还 包含 所 研究 方程 的 解 ， 至 于 U、V 的 任意 矩阵 维 数 所 出 现 
的 结构 以 及 U 对 4 的 普遍 依赖 关系 ， 我 们 推迟 到 第 三 章 再 研 
究 。 这 里 我 们 只 限于 讨论 0、V 是 2X 2 矩阵 及 口 是 1 的 线 
性 函数 的 情况 。 从 (10) 可 以 看 出 , 这 种 情形 乃 是 KdV 的 自 
然 的 (和 最 低 限度 的 ) 推广 ， 从 而 只 要 求 作 不 大 的 理论 修正 ， 
我 们 将 认为 , U(x, 1; 2) 有 下 面 形式 : 


Al1 0 /0 9 
v2(, _)+i(, 0 ): (12) 
一 般 来 说 , 式 中 g, 7 为 x, :的 复 值 函数 而 矩阵 V(X4), 我 们 
将 从 下 面条 件 来 选 , 即 ,使 (11) 能 化 成 9, + 的 某 些 偏 微分 方 
程 .甚至 这 种 最 低 限度 的 推广 ,也 包含 了 相当 丰富 的 内 容 . 
当 了 选 作 


1 0 _/0 gv 0 gs 
Vv = 2i2( )+2i2( )+( ) 
0 一 上 了 0 Ie 0 
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下 (13) 
: 0 ~—rg 
便 可 证 实 , (11) 等 价 于 方程 组 
zy 十 yy 十 29 一 0 
iq: — qxxr — 2rqg 一 0 
假定 > 一 4 或 者 > 一 一 9， 我 们 得 到 


ir 十 yx 十 2l727 一 0 (r= 43), (14a) 
zy 十 7 一 2|7|27 = 0 (r 一 一 0)。 (14b) 
我 们 将 称 方程 (14) 为 非 线 性 苹 定 庙 方 程 . 
把 VV 选 作 下 面 算 阵 之 后 
al/l 0 af9 2 dr 一 19x 
人 (, 1) 4 (, 0) + 22 二 


qrx “fqrx iqrre 十 2797 
(CT 十 2ir’g 一 grx 十 4 ); (15) 
得 到 方程 
gq: 二 grzx 十 6rqqr 一 0， (16) 
?;: 十 ryzrr 十 6grrr 二 0. 
我 们 将 认为 4g 和 > 是 实 的 . Kdv 方程 是 (16) 取 > 一 一 !1 的 
特殊 情形 . 再 假定 > 一 9 或 者 > = 一 4q, 我 们 得 到 
ri 二 rare + 6rir.—— 0 (r+ = 4q), (17a) 
re rr — 6rrr=—=0 (r= —g), (17b) 
这 就 是 所 谓 变 形 的 KdV (MKdV) 或 者 叫 具有 立方 非 线 性 的 
KdV. 如 果 4 一 一 1 十 ar， 那么 
ri 二 rer — 6rrr + 60r’r. == 0, 
因此 , 逆 问 题 方 法 对 这 样 的 方程 也 是 有 效 的 . 
我 们 现在 假定 > = g 一 xz/2 并 考虑 窍 阵 
1 17cost 一 ! sinu 
dk 下 ‘18) 
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从 (11) 对 ”我 们 有 


ux —= sinu(r = gq = ux/2), (19a ) 
此 即 sin -Gordon 方程 . 
再 假定 + 一 一 9 一 一 uz/2 及 
1 /chu —1ishu 
4i2 (op, ot) 
我 们 求 出 
Ure — Shz， (19b) 


此 即 sin-Gordon 方程 . 

上 面 所 列举 的 全 部 方程 都 与 问题 《8) 有 关 , 其 中 (8) 中 
的 矩阵 0(4) 为 (12) 式 . 因此 我 们 最 感 兴趣 的 问题 是 研究 
与 方程 组 (8) 有 关 的 散射 正 问题 和 逆 问 题 ， 以 及 用 相应 的 方 
法 算出 所 定义 的 散射 数据 对 时 间 的 依赖 关系 . 所 有 这 一 切 ， 
我 们 在 下 一 向 再 来 作 . 


$ 9， 两 个 微分 方程 系统 的 逆 散 射 问题 
让 我 们 来 研究 两 个 复 函 数 pg'?,， yw'” 的 微分 方程 组 : 
be = i + 19Cx) pp, 
pe = ib + ir (x) pb. 
我 们 要 求 复 函数 r(x),， q(x) 满足 下 面条 件 : 
| lrcoler< oo， | leeolar < oo (2 ) 
对 于 每 一 个 实 的 1， 方 程 组 (1)》 有 两 个 线性 独立 解 ， 正 
像 研究 苹 定 启 算 子 的 逆 问 题 那样 ($ 1), 我 们 在 解 的 空间 中 考 
虑 两 个 基底 . 其 中 一 个 基底 将 由 这 样 的 一 对 函数 组 成 , 即 它 
们 是 由 x 一 十 时 的 浙 近 形式 来 确定 的 , 男 一 个 由 x+* 一 一 00 
时 的 新 近 形 式 确定 ， 
于 是 , 设 g(x, 4), g(x,，4) 为 (1) 的 解 ,它们 由 下 面 的 
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(1) 


渐 近 条 件 来 确定 : 
p(x, 41) 一 ( 0 ) 十 0O(1)， 
zt 一 十 Oo， 


oz 一 (十 00D; 


而 解 p(x, 4), 9 人 xz，2) 由 下 面 渐 近 式 所 确定 : 
p(x, 14 ) 一 ( 0 )， 


0 
pax, 4) = ( i ): > 一 OO。 


因 疝 量 oo 构成 一 个 基底 ,所 以 
V(x, 1) 一 2) Ta) pax, 4). (3) 
R=1 ,2 


这 样 一 来 ,我们 仍 把 这 里 所 定义 的 矩阵 了 (17) 称 为 唉 迁 矩 阵 ; 
显然 , T(4) 是 么 模 的 : 

detT(4)= 1, (4) 
这 是 因为 方程 组 (1) 的 具有 相同 4 的 任何 一 对 解 ,Xi 的 了 明 
斯 基 行 列 式 
Xi XD 


W(X, Xs) 一 det Xe Xo 


是 与 x 无 关 的 . 
算出 W(gpi, 如)，WVCp;， 1)， 我 们 求 出 
Tu(2) = W (P(x, 4), har, 4)), 
Ta(4) = —W(p(x, 4), p(x, 1)). 
同 在 $ 1 一样 ,我 们 可 以 证 明 , 解 J.(x, 4)，qp2a(x*，4) 侈 
许 解析 延 拓 到 4 的 上 半 平 面 ,而 px, 4)，q(x, 4) 在 4 的 下 
半 平 面 是 解析 的 。 并且 


(5) 
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| | 0 
pr, he > ( ), pa(x, De ->( ， ), 
14| 一 co， Im4 之 0; 


0 1 
中 (xz De 一人 )， gpi(x， De ( )， 
1 0 
4 一 co， Im4 二 0, 


现在 从 (5) 得 到 ，T,(4) 在 下 半 平 面 是 解析 的 ,而 Tw(4) 在 
上 半 平 面 解析 ,同时 , 当 |X4| 一 co 时 ,这 两 个 函数 趋 于 1. 

一 般 来 说 , 当 1 为 复 值 时 ,方程 组 (人 1) 可 能 有 下 面 特性 的 
解 , 这 种 解 无 论 x 一 co， 还 是 x 一 一 co 都 是 衰减 的 ( 当 满 足 ， 
(2) 时 ,成 指数 地 衰减 ). 这 样 的 谱 参 数值 1 我 们 将 称 为 分 立 
谱 的 点 .如果 Im4 > 0， 那么 容易 看 出 ,分 立 谱 同 函数 T,,(4) 
的 零点 集合 相同 ， 而 处 于 1 下 半 平 面 的 分 立 谱 的 点 局 Tn(4) 
的 零点 相同 。 在 分 立 谱 的 点 上 

pix, 41) 一 Cn 人 (zh) (Ta = 0, Im%, = 0); 

Pax, 41) 一 bspix, Xs) (Trlhs) = 0, Imas > 0). 
不 失 一 般 性 ,下 面 我 们 将 认为 Ta 和 T2 的 零点 是 简单 的 ， 

我 们 一 旦 建立 解 的 解析 性 质 和 写 出 分 立 谱 之 后 ， 就 可 以 
立即 得 到 逆 问 题 方程 组 ,这 完全 类 似 于 在 $1 或 在 $7 曾 作 过 
的 那 标 ,把 逆 问 题 转化 成 解析 也 数 的 共 轿 问题 。 正 因为 这 样 ， 
我 们 下 面 没有 一 一 都 作 , 只 限于 作 r(x) 和 g(x) 之 间 关系 的 
特殊 情形 : + 一 了 或 + 二 一 4, 这 种 情形 是 我 们 感 兴 趣 的 . 

如 果 在 系统 (1) 中 假定 z 

7 一 9， (a) 


(1) 
那么 ,在 方程 (1) 的 解 中 出 现 对 合 , 即 ,如 果 由 一 (5) 是 2 
为 实 的 系统 (1) 的 解 ,那么 
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5 (7 (6 


也 是 具有 同样 4 的 系统 (1) 的 解 . 由 于 存在 对 合 , 显然 ， 知 
道 任何 一 个 解 便 能 求 出 与 其 线性 无 关 的 男 一 个 解 。 在 简化 条 
件 (a) 下 
bx, 1) = ix, 4), pir, 4) = —$(x, +). 
辣 时 从 (3) 得 到 : 
TCD) = T,4), Ty(1) 一 一 了 (2) (in2 = 0), 
由 矩阵 了 荆 有 下 面 形 式 : 
_ ( a(4) 0 


一 5C) ae) 人 
由 于 (4) 
CO 二 10 一 1 (7s) 

而 如 果 在 系统 (1) 中 

0) = (0), (b) 

{1) 
那么 同一 (5) 一 起 构成 系统 (1) 的 解 便 是 下 面 的 列 : 

(2) 


在 这 种 情形 下 ,sx, 4) = (x, 4), pi(x, 4) = $s(x+, 4), 
而 矩阵 T(4) 可 表示 为 
_ (C2 $0) 
B14) al2)/ 
因此 
lal2) | 152) =1 (7b) 
现在 我 们 记 作 p(x, 2) 二 psx, 4), p(x, 4) = p(x, 
4)、 在 简化 (a),《b) 的 任何 情况 中 ,从 (3) 我 们 有 
P(x, 4) = aWP (x, 1) TF LN Lr, 4), 
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所 以 
a(1) = —W(gp(x, 1), pb(x, 4)). (8) 
聘 数 px, 4), p(x, 4), al1) 在 4 上 尘 平 面 是 解析 的 、 在 
a(4) 的 零点 处 
p(x» 4s) 一 oz)，7 一 1， 2 ，MV. (9) 
但 ,要 注意 到 ,在 简化 (b) 下 ,问题 (1) 是 自 共 轿 的 ;所 以 这 种 
情形 没有 分 立 谱 . 
下 面 我 们 转 到 逆 问 题 上 ,要 考虑 函数 
px, 4) 1) Cir 
De, 1) — a ，» Im > 0， 
P(r, ie， Im4 (<0. 


由 于 (8), (9) B(x, 4) 存在 下 面 形式 的 表示 : 
2 bn x, ln)e' nr 
D(x, 4) (a )+ + a (4s) (2 一 1) 
1 {rx 2 2 rg 
t | 2” 一 《101 
式 中 用 (2 ) 表示 “反射 系数 ” r(4) = ya) a), 一 co < 之 1 
< oo。 同 在 $ 1,$ 7 中 作法 一 样 ， 从 表示 (10) 中 求 由 (x， 
4) (一 co 1< 00)RK yr, 4s) (1 一 1 ， “” ”3? N) 的 封闭 方 
程 组 


P(x, 4)e'™ -(， ) + > Ba (xs Mn) elm 


(4 一 4 2) 0 (14,) 
十 1 | rr’ LACE ti’) et sd’ C11) 
27F1 ,一 oo 4 一 4 十 10， 


, - 0 和 p p(x 1 ) eilm* 
(x, Ns) en 一 ( ) 十 一 一- 一 一 二 一 一 一 一 
之 ; (1， i tm) a (Am) 


+ 工人 Des Dad, 2) 
Zt 。 一 om 4 一 4p 


ee ID 5 


方程 (11)，(〈12) 同 (a) 或 (b) 所 定义 的 对 合 运算 一 起 构成 
逆 问 题 的 完备 方程 组 . 

其 次 ,从 方程 (1) 算出 函数 %xz，21)e… 按 1/4 罕 次 的 渐 
近 展 开 的 系数 , 求 得 : 


P(x, ea 一 的 到 让 0 | 0 
， (i 1 去 | r(x) ga zz/ 
从 (10) 确定 同样 的 量 ， 我 们 便 得 到 直接 用 方程 (11),(12) 
的 解 所 表示 的 0 的 公式 : 
4(x) 一 一 2 > -2 人 yb Cs Nn) ein” 


st a'l 


Me CBI, eg, (13) 
Nt J-% 


| rx)ax')ax’ = —2i >) Ty es he 


有 二 1 a (4 


十 工 | r(4)p I (xr, 1) ed. 
TJ 


在 sin-Gordon 方程 情况 下 ， 方程 (1) 的 势 除 条 件 (a) 外 ， 
还 得 满足 一 个 附加 条 件 一 一 势 是 实 的 : 
q(x) — g(x%) = r(%). (14) 
同时 ,容易 看 出 , 当 4 取 相 反 符 号 时 ,系统 (1) 的 解 之 间 出 现 
A (1 ) 下 _ 
了 联系 ， 即 ,如果 4 一 【a LO 是 系统 (1) 取 4 一 X 的 
解 , 那 么 
42(7) 
一 (yo0)) 
便 是 (1) 取 1 一 一 2 的 解 。 后 一 情况 同 对 合 (6a) 一 起 意 昧 
着 ， 
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Dr，1) = —5T" (x, —1), 
p(x, 1) 一 pI(x, —7), 
px, 41) = pI (x, —1), 
px, 41) 一 一 少 (z， 一 1)。 
同时 从 (8) 看 到 
a(4) =a(—7), 6 一 一 2 一 2). (15) 
其 中 ,公式 (15) 的 第 一 个 表示 , a(4) 的 零点 分 布 相对 虚 轴 是 
对 称 的 ; 当 ReX4 一 0 时 , a(%) 为 实 的 。 而 公式 (15) 的 第 二 
个 ,严格 来 说 , 仅 在 实 轴 上 才 有 意义 ,在 实 轴 上 第 二 个 公式 给 
出 
r(—4) = —7(4). (16) 
但 是 ,如 果 q(x), r(x) 是 有 限 函 数 , 那 么 解 p(x,4), w(x, 4) 
便 是 4 的 整 函数 ， 从 而 412) 可 以 在 整个 复 平面 上 确定 出 来 . 
这 时 ,如 果 4, 是 a(4) 的 零点 ,那么 由 公式 (9) 定义 的 归 一 化 
因子 5, 等 于 
b, — b(4,). 
因此 , (15) 表明 ,如 果 1。 在 虚 轴 上 ,那么 Re 二 0。 而 如 果 
4s 一 一 人 wm， 那么 从 (15) 得 到 和 一 一 25m. 
逆 问 题 方程 表明 ， 方 程 (1) 的 势 单 值 地 由 下 面 集合 所 确 
定 : 
YY 一 (00 一 1 ，NV Im > 0; 
r( 41) 一 co =1<=00), 
此 集合 称 为 方程 (1) 的 散射 数据 。 由 于 (117，(12) 映 象 
4(x) 一 5 是 单 值 可 逆 的 . 
下 面 假设 q(x) 满足 前 节 所 列举 的 任何 一 个 方程 ， 我 们 
来 求 散射 数据 对 时 间 的 依赖 关系 .。 首先 我 们 要 注意 到 , 对 上 
面 所 引用 的 了 (14) 算 阵 的 确定 只 精确 到 单位 矩阵 的 倍数 . 因 
此 ， 我 们 每 次 都 将 选取 这 样 的 矩阵 加 到 V(X4) 上 。 使 得 当 
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* 一 一 00 了 时 p(x, 4) 的 渐 近 值 与 时 间 无 关 (〈 要 记 住 ,pp 对: 
的 依赖 关系 由 方程 (8.9) 给 出 ). 就 非 线 性 薛 定 谓 方 程 《8.14) 
言 ,* 上 述 条 件 意 味 着 ， 应 把 2i4? 加 到 逢 阵 V(X4) (8.13) 上 
然后 , 当 * 一 十 co 时 ,我 们 不 用 p(x， 4) 而 用 从 (8) 得 到 它 
的 角 近 表达 式 代 人 到 (8.9), 再 令 1,q 一 0, 便 得 到 
i(4) = 0, bX) = 4i1XWb(4), 
即 
a(4, 72) = a4, 0), 2 1) = bX4, 0)exp(4141). (17) 
由 于 本 征 值 2, 是 函数 a(4) 的 零点 ,而 a(4) 与 时 间 无 关 , 故 
41s 也 与 时 间 无 关 ， 至 于 求 因 子 5, 对 : 的 依赖 关系 ， 即 可 借 
助 于 《17) 延 拓 到 复 平面 上 ,也 可 以 直接 从 (8.9), (9) 求 出 : 
bs(t) = Oo(0)exp(47222). (18) 
我 们 提醒 一 下 ， 方 程 (8.14a),《8.145) 的 散射 数据 对 时 间 的 
依赖 关系 是 同样 的 ， 同 时 ,当然 应 记 住 ,这 些 间 题 的 对 合 运算 
是 按 着 不 同 关 系 建立 的 ; 特别 是 ， 对 于 方程 (8.14b) 这 一 情 
沈 : 由 于 《7b), 还 导致 *(2) 的 模 小 于 1 的 结果 : 
(| < 1， 
此 外 ,由 于 在 简化 〈b) 下 ,没有 分 立 谱 , 因 此 ，(8.14b) 的 散射 
数据 也 没有 分 立 谱 的 特征 ， 显 然 , 所 谈 的 这 一 切 , 对 于 前 节 含 
有 字母 b 编号 的 全 部 演化 方程 都 是 对 的 . 
完全 类 似 地 求 出 MKdV 方程 (8.17) 的 散射 数据 对 时 间 
的 依赖 关系 : 
af 1) = a(4, 0), 6(4, 1) = b(4, 0)exp(— 8i137), 
Ai, = 0, 6b,.(7) = (0)exp( 一 8r0327) (19 ) 
对 于 sin-Gordon 方程 (8.19a) 来 说 ; 当 ix 一 co 时 ,一 
个 自然 边界 条 件 是 
u(x) — 0 (mod2x). 
因此 由 于 (8.19a), 散射 数据 的 演化 有 下 面 形 式 : 
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a(4, z) 一 a(1, 0)， b(1, z) 一 b(4, 0 ) exp (— 去 4， 


0, 6) bl0)exp(—). (G20) 


关于 方程 (8.19b) 的 散射 数据 对 时 间 的 依赖 关系 ， 也 得 到 这 
些 公式 .同时 ,自然 应 假定 当 |z| 一 co 时 , ”一 0. 


$ 10. 非 线 性 薛 定 说 方程 
本 节 我 们 将 详细 研究 非 线 性 苹 定 语 方 程 (8.14a) 
zy: 十 ru 十 217rl2r 一 0 ~ (1) 
具有 衰减 快 的 初始 条 件 
| Us， 0)lax 一 oo 


的 解 。 首 先 我 们 将 写 出 (1) 的 精确 解 族 一 一 六 个 孤子 解 . 也 
像 KdV 理论 一 样 , V 个 孤子 解 相应 于 无 反射 势 ”， 对 于 这 种 
势 , 所 有 1 的 +(4) 一 0， 反射 系数 等 于 堆 表 明 ， 
|e 人 1 一 1 (Im 一 0) 
以 及 在 1 上 半 和 平面 解析 的 函数 a(4) 完全 由 它 自己 的 零点 
1 2Nw(Im2; 二 0) 来 确定 : 
4 一 

a(14) 一 II 7 1 
这 时 逆 问 题 方程 组 (9.11), 【9.12) 变 成 函数 4(*, 1s) 的 线性 
代数 方程 组 : 


$b x, Ms) ei 一 (, )+ + > rs dn), 


m1 ,一 和， 
n=1],...,N, (2) 
式 中 c。 表示 量 c， 一 5,/a (4,)， 对 方程 (2) 作对 合 运算 * 并 


*) 原文 印 成 “onepanlag 3BonroUUH2( 演 化 运算 ) 是 不 对 的 。 一 一 译注 。 
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顾及 到 $ 一 一 J， 我 们 求 出 
一 上 UpY 一 1 ~ Cn (xz， ED PA 
p(x, hs)e (0 )+ 2 7 。 (3) 
其 次 ,把 (2) 代 到 (3), 我 们 得 到 4(x，4,) 的 封闭 性 方程 组 ; 
我 们 记 作 (x, 7,)e*r* 一 X,(x)， 便 得 到 
一 2iAn* 0 ~ Cm evi(hn Pm) 
x —(, ): +(1) > Rm 一 )， 
加 CC 2 iAnx cre —21n 
2 ~ Xilx). (4) 


这 时 疝 量 X,(x) 的 分 量 方程 是 独立 的 , 从 (9.13) 可 以 看 出 ， 
Xs (x) 确定 9 (x), |r (x) 1?: 


re) = 2 元 > coX2CeD， (5) 
q(x) 一 一 2 >) crXP (x). (6) 


求解 系统 (4) 并 把 X2 代 人 到 (5), 利用 类 似 于 在 $ 3 所 作 的 


el det (1 + A4), (7) 
式 中 N XN 方 阵 具有 下 面 形式 : 
dm (8) 


解 (7) 对 时 间 的 依赖 关系 应 从 公式 (9.18) 得 到 , 根据 此 公式 
《8) 中 的 ec 应 换 成 

cm(t) 一 cm(0) exp(41142,). 
上 面 所 指出 的 方程 (1) 这 类 解 的 最 简单 的 代表 是 一 个 孤子 ， 
我 们 令 N 二 1 并 引入 记号 
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Re 一 二 lm4l 一 1 to 一 ln |j2.( 0)|，, (9) 
| 


从 (7) 得 到 
bp 2 一 4 
rx, 7)| ch’2n(x — xo + 4£1) ” 


再 求 出 Xz (x) 并 代入 到 (6), 直接 求 出 r(x) 


r Cx) ms 2in exp{(—2iEx -~ 41 £2 -一 9 )t -~ ip，) ， (10) 
ch2n(x — xo + 485) 


这 里 z 
po 一 arge.(0). (11) 
因此 , 7 一 Im% 确定 孤子 的 振幅 (和 宽度 ), 而 上 一 Re 确定 
了 诉 子 的 速度 “一 一 45. 

在 一 般 情况 下 , 如 果 在 量 ReX,(n 一 1，:…, N) 之 中 不 
相 重 ,那么 当 1 一 土 % 时 ,(7);(8) 的 渐 近 解 力 是 YX 个 具有 振 
幅 w; 一 Im4: 和 速度 v; 二 一 4Re%i 的 孤子 (10) 之 和 .孤子 的 这 
些 参数 无 论 :一 一 oo 还 是 :一 十 co 都 是 同 祥 的 . 也 象 KdV 
理论 一 样 , 受到 改变 的 仅仅 是 孤子 的 位 相 *w， pw。 在 计算 位 
相 的 改变 时 可 以 照抄 $ 3 的 程序 。 如 果 按 孤子 速度 递增 次 序 
对 它们 加 以 编号 , 即 令 

Re > Re4,; > :> Rely, 

那么 差 Axoi 一 xo; (十 00) 一 xo (一 00),，Ago 二 po (十 00) 
一 of 一 co) 由 下 面 公式 给 出 : 


一 下 


、 一 2 2 
Axu 一 | | = 和 |， 
2 =i 十 1 di 一 hy | Zi 着 一】 Ni 一 Nn 
Awv 一 2 > arg 2 = ae 
台 二 十 1 Ai rf = 


这 些 公 式 可 以 解释 为 ( 曾 采 用 过 ) 孤子 成 对 地 进行 碰撞 
《并 且 每 一 个 孤子 都 同 其 余 的 每 一 个 进行 碰撞 )， 在 每 一 对 磁 
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撞 中 , 较 快 的 孤子 向 前 附加 的 位 移 量 值 为 


_ 2 
1 ln dm hl Rer, < Rely, 
2m hm — hp 
而 较 慢 的 向 后 位 移 的 量 值 为 
_1 ln hm — hp 
2np Nm 一 hp 


每 一 个 孤子 的 总 位 移 等 于 该 孤子 在 所 有 的 对 磁 擅 中 位 移 的 代 
数 和 ,因此 完全 没有 多 粒子 碰 擅 效应 。 位 相 pe 的 情形 也 是 
类 似 的 . 

孤子 对 的 分 离 速 度 是 同 它们 的 参数 值 5 一 Re1 之 差 成 
比例 的 因此 当 #; 相同 时 , 孤立 子 不 分 开 , 从 而 构成 一 个 束 
缚 态 ， 让 我 们 来 研究 Y 个 孤子 的 束缚 态 , 为 简单 起 见 , 我 们 假 
定 与 一 0. 于 是 cn(z) 一 cm(0)exp( 一 4i%mmt)。 直拨 从 一 般 
公式 (7)，(8) 可 以 看 出 ， 束 缚 态 乃 是 方程 《1) 的 条 件 周期 
解 , 这 种 解 在 一 般 情 况 中 用 六 个 频率 ws 一 493 来 表征 。 事实 
上 ,所 有 可 能 的 频 差 都 包含 在 公式 (7) 中 ,所 以 由 两 个 孤子 所 
构成 的 束缚 态 ,总共 只 能 用 一 个 频率 4h 一 吧 ) 来 表征 ,从 而 
这 种 束缚 态 乃 是 方程 (1) 的 局 期 性 解 。 不 过 ,应 强调 指出 ,这 
里 所 说 的 束缚 态 并 不 是 通常 意义 上 的 束缚 态 ， 因 为 所 摘 述 的 
构成 这 种 束缚 态 之 能 量 刚好 等 于 这 些 单个 孤子 能 量 之 和 (人 参 
看 下 面 ), 即 结合 能 等 于 零 . 这 种 状态 是 不 稳定 的 ,因为 实际 
上 , 初始 条 件 r(x，0) 的 任何 一 个 小 扰动 都 会 导致 这 种 束缚 
态 衰变 成 一 些 单个 孤子 . 这 些 孤 子 的 速度 比例 于 这 种 扰动 ， 
一 般 说 来 ,它们 的 速度 是 不 同 的 . 

下 面 我 们 在 方程 〈1) 的 范围 内 考虑 一 个 “大 的 ”初始 条 
件 , 系 统 (9.1) 即 方程 组 

pO ip + ir x) pp, 


12 
2 14p 十 ir x) (12) 
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的 本 征 值 数 是 很 大 的 . 此 外 , 我 们 还 将 假定 初始 函数 的 变化 
是 平 请 的 , 因此 rs/r 乞 1， 相 应 非 线性 薛 定 刘 方 程 ,这 就 意 
味 着 在 所 考虑 的 初始 条 件 下 , 非 线 性 项 远 远大 于 线性 项 +,.. 
在 这 种 条 件 下 ,方程 (1) 可 应 用 能 以 特征 线 法 找到 解 r(x, 1) 
的 非 线性 几何 光学 ”， 但 是 ,这 时 发 现 , 这 种 光滑 解 只 能 延续 
到 有 限 的 1, 在 这 以 后 , 由 于 形成 焦点 或 焦 散 面 , 这 种 解 被 破 
坏 了 ,这 时 ,几何 光学 近似 是 不 容许 的 . 
在 我 们 看 来 ,所 谓 大 范围 初始 条 件 的 情形 是 指 这 种 情形 ， 
到 系统 《12) 可 以 应 用 准 经 典 近 似 ， 我 们 借助 于 方程 (12) 的 
第 一 个 式 子 ,将 %2 用 4 来 表 式 ， 并 代 人 到 第 二 式 ， 忽略 掉 
*rx(x，0) 便 得 到 
—gpa 一 1r(x 0)1200 = Wp, (13) 
此 即 苹 定 调 方 程 。 在 准 经 典 近 僻 中 ,对 所 有 不 太 小 的 如 来 说 ， 
反射 系数 成 指数 地 减 小 . 所 以 在 精确 到 指数 情况 下 , 可 以 按 
某 种 NN 个 孤子 解 的 模型 来 建立 具有 准 经 典 初始 条 件 的 演化 型 
解 ， 为 了 求 出 包含 在 这 种 解 中 的 孤子 参数 ,我 们 注意 到 , 按 所 
指出 的 精确 度 ， 由 于 (13)，(12) 的 本 征 值 位 于 虚 轴 上 : 
2 < 0; Xs 一 和。 这 时 7， 由 玻 尔 量子 化 规则 给 出 


pvr 一 2 dr 一 27 (7 + 二 ) 
实际 上 , 4, 并 不 严格 分 布 在 睫 灿 上 ,还 存在 小 的 实 部 残余, 这 


种 实 部 确保 这 些 单个 孤子 的 分 离 。 简单 的 估计 得 出 实 部 与 虚 
部 的 特征 比 : $/% ~ N 22， 这 里 六 为 能 级 总 数 


V 一 二 | lr lar, (14) 
在 准 经 典 极限 下 ,此 量 是 很 大 的 . 


下 面 让 我 们 研究 一 个 相反 情况 ， 即 我 们 提出 这 样 一 个 间 
题 问题 (12) 的 势 应 满足 什么 样 条 件 才能 使 这 种 势 没有 分 


ee SO se 


立 谱 ? 答案 十 分 简单 ;只 要 满足 下 面 不 等 式 就 够 了 : 
| irCx) |ax 一 In (2 + MM 3 )~>1.32, (15) 


因此 ,只 要 方程 (1) 的 初始 条 件 r(x， 0) 满足 (15)， 那 么 解 
r(x+，z) 将 不 包含 任何 孤子 . 

为 了 证 实 所 作出 的 这 一 结果 ,让 我 们 考虑 问题 (12) 的 解 
p(x 4)， (x, 2)， 当 x 一 一 co 时 ,它们 的 渐 近 形式 是 : 
9 一 0，g9 人 一 exp( 一 xx)。 当 zx 一 十 oo 时 ,恰好 从 (9.8) 
得 到 : X 一 g%exp(i4x) 一 a(1)， 函 数 XCx，1) 满足 方程 : 


XxX(x, 4) 一 1 一 | rx)” exp (2i2(x 一 2 )) 
X 了 (XXX ,Nadx’ dx’, (16) 
当 Im4 之 0 时 ,从 (16) 得 到 


x DI S14) re 
x | rxXCe”, 1D lard, (17) 
对 所 得 到 的 不 等 式 进行 先 代 ,我 们 得 到 
1 和 , , 2 
Me DI <1+ (re) ar’) 


+ 广 () lr) ee) 十 …… 一 中 | rier, 
方程 (16) 同样 表示 
Xe DD —11 < |) ra)) 
x | Ge ) XG, 4) dx ax’, 
把 (17) 代入 到 此 不 等 式 右边 ,我 们 得 到 
Xd) 1 <a) r(x’) dr’ — 1. 


2 多 1 。 


因此 , 当 Iml > 0 时 
la —1<m) rl (9) 
现在 假设 
由 | rar —1<1, 


那么 从 (18) 得 到 [a(2)| > 0， 即 问题 不 存在 分 立 谱 . 而 上 
述 不 等 式 相 当 于 〈15) ,也 就 是 曾 要 求 验证 的 不 等 式 ， 

下 面 我 们 将 研究 关于 非 线性 薛 定 谓 方 程 的 运动 积分 结构 
问题 .也 象 以 前 曾 研究 过 的 可 用 逆 问 题 方 法 所 积分 的 方程 一 
样 ,方程 (1) 间 样 存在 无 限 多 个 单 值 的 初 积分 ， 可 从 《9.17) 
看 到 , 这 些 积分 是 任意 1 的 诈 aCW)[r,， +]。 我 们 将 从 这 种 
集合 中 挑选 出 方程 (1) 的 关于 +、7 的 定 域 多 项 式 运动 积分 
的 可 数 集 . 同 KdV 方程 一 样 。 我 们 也 从 lno(4) 按 1/4 只 次 
的 展开 式 中 得 到 这 种 可 数 集 : 

lna(1) ~ 和 Ci : (19) 
因为 对 于 在 $8 中 所 指出 的 全 部 方程 来 说 ，a《4) 毗 与 时 间 无 
关 , 故 泛 阔 cn[+，4q1 也 将 是 sin-Gordon 和 MKdV 方程 的 运 
动 积 分 。 因此 我 们 先 在 普遍 情况 下 计算 系统 (9. 1) 的 colr， 
qj: 


pig Fig , po 一 一 19p0) 十 irp™. 
因 e(4) 一 Em po(zyi)eor,( 式 中 peta- 此 系统 当 z > 一 co 
时 具有 渐 近 值 9% 一 0，9p2 -ce 37 的 解 .) 故我 们 假定 
p(x, 4) 一 cx 并 消去 po, 对 B(x, 4) 得 到 


2i2Ds — rg+ B+ Ee. (20) 


dx 小 


局 时 


* $2 。 


ina(1) 一 g(co, 1) 一 | BCz，2)dx。 


其 次 ,把 展开 式 
pp = St pax) 
~ 革 二 1 (2714)" 
代 人 到 (20), 我 们 得 到 gp,(x) 的 递 推 系统 : 


op 一 -和 Pa 十 >, pn pn Ril, 2，，，，， 
dx 7 


并 且 p(x) 一 >(x)g(c)。 待 求 泛 画 Cs[r, 9] 由 下 面积 分 给 
出 : 


Cu[r，85] 一 | ps(CxJdx。 
我 们 列 出 C。 头 四 个 显示 形式 : 
c 一 | rqdx, cs—| rqrdX» 
C, = | (rqrx 十 7 )dx, (21) 
_ 化 d .2 2 
C, 一 (reset 7 ——rq 十 27 ggq: ) dx. 
dx 


J 一 co 


如 果 在 Cs[r，9] 中 假定 4 二 +， 便 从 中 得 到 非 线 性 藤 定 请 方 
程 (1) 的 运动 积分 : 


c,— | 7 ax， cs— | rradxr, 


- (22) 
C=) Cr+ 1rl9ar. 


头 三 个 C,[r+, 7?] 有 简单 的 物理 意义 : C, 具有 "粒子 数 ” 的 意 
义 , C， 精确 到 一 个 因子 范围 内 等 于 场 的 总 动量 ,| 向 C; 力 
是 方程 (1) 的 哈密 顿 量 ， 守恒 量 C; 同 非 线 性 藤 定 请 方程 的 
平移 不 变性 有 关 ,C; 同 相对 时 间 平 移 的 不 变性 有 关 ; Ci 守恒 
是 由 于 方程 (1) 在 > 一 refi， 7 一 Fe” 变换 下 不 变 . 


p B83 : 


方程 (1) 是 哈密 顿 系统 . 相 空间 由 图 数 对 (r (x), 7(x)) 
组 成 , 泪 松 括号 有 下 面 形式 : 


一 一 ; ~ _65 0607 -一 0 》 

{5, TI ~— | "(5 r(x) 6r(x) ;5): (23) 
因此 (1) 写成 下 面 形 式 : 

一 {7, H} 一 一 二， (24) 


式 中 已 一 一 C3， 同 时 当 函 数 微分 时 , 应 把 +, 7 看 成 是 独立 
的 . 
哈密 顿 系 统 的 非 线性 薛 定 谓 方 程 是 完全 可 积 的 ， 用 散射 
数据 简单 地 表示 出 作用 一 角 变 量 。 相应 的 计算 同 在 $ 6 中 所 
作 的 区 别 不 大 ,因此 这 里 我 们 省 去 已 经 作 过 的 计算 . 
首先 必须 求 出 跃迁 矩阵 元 关于 r(x), F(x) 的 微 商 。 这 
并 不 难 作 , 这 要 利用 a(4) 的 表示 (9.8): 
a(1) = 奢 (b(x，1)，9(xz 1))， 
以 及 5(4) 的 类 似 表 示 : 
2(2) = Wp(x, 4), G(x, 4)). 
现在 算出 变 分 导数 5p(y, 4)/5r(x)， 5qg(y, 4)/57(x) 等 等 ， 
求 得 


e029 = ip (xr, 1)p (x, 4), 
2 一 —iph(x, LL(x, 4); 
: ea 一 一 1 网 (x, 1 px, 41); 
A — ipH (xz, DEVx, 4). 


现在 可 求 出 跃迁 矩阵 元 之 间 的 泊 松 括号 ， 例 如 ， 


+» 84 。 


"mi 


{a(2), 260)} 一 一 下 are(rs oO px, x) 


x GO, 1) — pr, 4 pz, pH (rx, WPI, 4)] 
同 在 $6 中 一 样 ,被 积 表达 式 是 全 微 商 , 这 是 因为 这 需要 直接 
验证 的 下 面 关 系 式 是 成 立 的 : 

p(x, PH Mp x, VDI x %) 
一 px, 9 pr, 4B Or, 2) 


1 
TY dx 了 4 _ [本 Co(Cx， 1)， p(x, 2)) 


x Wplx, 1), Plr, 4))1. 
其 次 ,用 散射 数据 表示 PP 和 几 的 渐 近 形式 ,得 出 公式 


a " VEND) 王 ， 四 
{a(27)，2(1 7)} 2 (W215 一 2)， 


这 样 , 算 出 跃迁 矩阵 元 所 有 可 能 对 之 间 的 识 松 括号 ;不 难 求 出 


pz(1) 一 "元 DE 一 一 一 -， qq(14) = argb (4). (25) 
辣 样 可 沐 出 正则 共犯 变 量 的 补 集 对 应 于 分 立 席 


Nk = 214, Dr ~— ln = k= 1,2,..-,N, (26) 
4 


这 些 变量 都 是 复 的 ， 
其 次 ,由 n(4), Nx 有 反 求 no(4), 得 到 


Colr, 7] — DT (NR — NY) 


+ (2i)™-! | 2m-in (A)d, (27) 


”其 中 。* 非 线性 薛 定 刘 方程 的 哈密 顿 函数 表示 为 


Sl (ro 一 1rl9az 一 素 二 CR 一) 


。85 。 


十 ‘| tin(C4)a, (28) 


即 方程 (1) 是 完全 可 积 的 . 任何 一 个 形 如 《24;) 这 样 的 方程 
(这 种 方程 的 哈密 顿 量 仅 是 C,[r+, 7?] 的 冰 数 ) 将 同 非 线 性 薛 
定 谓 方 程 一 道 是 完全 可 积 的 例如, 我们 取 泛 水 Cslr, +] 作 
为 日 , 便 得 到 方程 : 
irs 二 rrrx 二 6)r|’r, = 0, 

此 即 MKdV 的 复 的 变形 ， 当 + 一 g 时 , 原 MKdV(8.17a) 表 
示 成 上 下面 形式 : 

,~ 0 8H 

Or 6 

式 中 日 一 一 Cs/2， 并 且 这 种 方程 同样 是 完全 可 积 的 。 证 实 
这 种 可 积 性 需要 专门 作 , 不 过 ,我 们 将 不 作 这 种 证 明 . 我 们 还 
要 指出 (同样 也 没 证 明 ) 下 面 形式 的 任何 一 个 系统 是 完全 可 积 
的 : 

dH si 


Fo dC— (29 
sg” 4 Po ) 


式 中 哈密 顿 量 太 是 由 积分 C,[r+, q] 以 函数 形式 给 出 的 . 例 
如 : 当 瑟 一 Cr，4] 时 , 便 由 (29) 得 到 方程 组 (8.16). 
现在 还 是 让 我 们 回 到 方程 (1) 中 来 。 如 果 引 入 双重 实 
正则 变量 的 集合 来 代替 复 变 量 集 合 (26) 那 是 非常 方便 的 . 我 
们 假定 
Nt 一 5N 一 Nt， 一 (Gk — Be)/2i, 
只 一 一 (Nt 十 NA)，xwk 一 CB + $0)/2, 
因此 Ni 二 0. 
变量 对 Ne, px 和 vi， vk 是 正则 共 乞 的 ， 运 动 积分 在 这 
种 新 变量 中 有 下 面 形 式 : 
“粒子 数 ” 


* $86 * 


N= SNit | "ca (30) 


动量 
PiC,=i | ra 一 > et —12 | aaDaa， (G31) 
能 量 
E~—— C= |b — lrl)ar 
一 > (一 ; A + Me Met ) + 4 ndz. (32) 


由 此 可 见 ， 所 引信 的 变量 vk 一 一 4Rehx 不 是 别 的 , 正 是 第 & 个 
孤子 的 速度 .这 时 从 (31):(32) 可 以 看 出 ，NA/2 应 解释 为 孤 
子 的 质量 ; 加 数 Nto& /4 是 孤子 的 动能 ， 而 一 M /12 乃 是 孤 
子 的 静止 能 量 . 从 (31)，(32) 同样 可 看 出 ，(n《4)/2)a4 应 解 
释 为 运动 在 速度 间隔 (一 44, 一 44 十 44) 中 的 粒子 质量 . 正 
象 将 要 在 第 四 章 所 指出 的 那样 ,如 果 所 论 及 的 问题 是 方程 (1) 
在 :一 士 oo 时 的 渐 近 解 , 那 么 上 述 这 些 看 法 可 以 按 真 正 意 义 
去 理解 。 

在 结束 这 节 时 ， 让 我 们 来 考虑 非 线 性 项 是 另 一 种 符号 的 
非 线性 薛 定 刘 方程 , 即 (8.162): 

zj 十 yx 一 2|rl27 一 0 (33 ) 

问题 (9.1) 中 同 此 方程 相 联系 的 简化 为 4 一 一 7。 正 象 已 经 
指出 过 的 那样 ,对 于 这 种 情形 ,在 + 上 半 平 面 上 ,|a(2)| 宇 1， 
因而 (33) ( 当 |x| 一 co 时 ,|>| 一 0) 也 不 存在 孤子 解 . (33) 
这 种 形式 的 非 线性 薛 定 廖 方程 同样 是 完全 可 积 的 。 哈密 顿 函 
数 是 积分 Csfr, gq]1z-_;; 在 正则 变量 


n(14) 一 一 injaC2)j， w(1) = argb (2) 


中 ,哈密 顿 量 有 下 面 形 式 : 


e 87 » 


如 一 | (lz 十 lzl19dz 一 4| 2ndx. 
同时 ， 
N=—— C=— | 172ax 一 G2)a2, 


P= ~—iC,—i | -ra 一 一 ?|2zCz)2a。 


$11. sin-Gordon 方程 


这 一 节 专 用 来 研究 下 面 方程 : 


On 。 
- 。 1 
OrOr Sn (1) 


当 罗 巴 著 夫 斯 基 平 面向 三 维 欧 几 里 德 空 间 嵌入 时 ，, 便 直接 出 
现 这 样 形式 的 方程 。 采 用 变量 5 一 + 十 1:,r 一 + 一 x* 上 方 
程 具有 下 面 形 式 : 

Ox _ Bw 

ar’ 85’ 
这 种 形式 同样 有 各 种 不 同 的 物理 应 用 . 和 更 有 意义 的 是 (2) 这 
种 形式 的 sin-Gordon 方程 还 成 为 场 论 的 非 平 几 模 型， 

借助 于 微分 方程 组 (8.12) (这 时 应 假定 + 一 9 一 4:/2) 

来 积分 方程 (1): 


Go ig + i 9, 


十 sinu 一 0。 (2) 


z , (3) 
QO) om Di 2 On， 
前 节 的 结果 能 立即 指出 方程 (1) 的 N 个 孤子 的 解 族 . 对 
无 反射 势 来 说 ,问题 (3) 的 本 征 函 数 方程 组 的 确 有 (10.4) 的 
形式 : 


balx) 一 (。 )2 tox 十 (1 )> )> 2 2 2 


fs 


- 产生 人 人 i pal#), (4) 
不 过 对 此 式 应 顾及 到 势 的 实数 性 这 一 事实 . 因为 我 们 知道 ， 
实数 奴 使 e(4) 的 零点 分 布 受到 了 限制 ; 即 , 这 些 零点 相对 虚 
轴 是 以 对 称 形式 分 布 的 ,也 即 点 同 点 2 一 道 属 于 零点 集合 . 
此 外 , 由 于 (9.15) 方程 (4) 所 出 现 的 量 c, 一 5,/a(4) 在 成 
对 称 分 布 的 零点 处 是 相互 复 共 力 的 。 而 势 按 公 式 (10.6), 由 
(4) 的 解 确定 


ws 一 一 4 5 eager. 9) 


往 意 到 上 面 所 指出 的 这 些 限制 之 后 ,对 $8 来 说 ,方程 (4) 可 
写成 
a credntimr opermthRs ilas ， 
Pn 2 i + (5a) 
我 们 引入 矩阵 
. pe! hnthm)x 


tm nm™—= 1,2,...»N, (6) 


并 用 ww，e'* 来 表示 列 Wi 四， 0 及 cr， ear 
把 系统 《5a) 表示 成 
(1— rp et. 

因此 ， 

(1 — /p= (+ vv) ens, 

(1 + /b= (1 — vee:, 
从 上 两 式 可 得 

— [1 en 


现在 不 难看 到 ,公式 (5) 的 右边 乃 是 对 数 导数 ， 从 而 
W(x) 一 一 二 1 ， det(1 十 >) 


det(1 — vy) 


se $9 。 


利用 wv 的 相似 矩阵 来 代替 "是 较 方便 的 ; 
~ ~ _cm(0) > 可 
Vnm(X, 1) 1 二 exp (zz。 77 中 (7 ) 


间 i 2 


式 中 我 们 已 经 按 (9.20) 考虑 过 了 依赖 关系 cs(z)， 因 此 ,方程 
(1) 的 N 个 孤子 解 便 由 下 面 公式 给 出 : 


2 det(1+++ ys) 
f) = 一 一 1n 一 
u(x»1) i det(1 — 2) 


—_ — 4argdet (1 + 2). (8) 

下 面 我 们 来 研究 (7),，(8) 中 最 简单 的 情形 . 

设 a(4) 只 存在 唯一 一 个 零点 : 它 位 于 虚 轴 上 的 把 全 一 纹 
处 ;这 时 量 <(0) 一 定 是 实 的 . 于 是 

u(x, 1) 一 4garctgexp[ 一 22(x 一 xo) 一 2/21] 
一 4arctg exp [一 e(22(xr — xo) + 1/21)] 
(mod2z )， (9 ) 
， 1 c(0 
式 中 se 一 nc， zo ln 2 , 

我 们 将 把 带 有 e 一 一 1 的 解 (9) 称 为 方程 (1) 的 孤子 ， 
而 把 s = 十 1 称 为 反 孤 子 . 用 变量 一 
再 看 这 两 个 解 是 最 自然 不 过 的 : 

u(£, tT) 一 4arctg exp (-。 := (10) 
式 中 Vv 一 《48 一 1D)/(42 十 1)，50 一 《1 十 v)xo。 因此 , 解 
(10) 力 是 方程 (2) 的 以 速度 vr 运动 的 孤子 ( 反 孤 子 ). 这 种 解 
存在 非 零 的 拓扑 荷 ” 2 


1 | 
0 = | ueds, 
显然 ,这 种 拓扑 荷 是 方程 (2) 的 初 积分 。 在 《10) 中 * 


0 一 一 8。 
对 于 颖 子 8 一 1, 而 对 反 孤 子 9 一 一 1， 


* 90 » 


当 a(4) 存在 一 对 相对 于 虚 轴 成 对 称 的 零点 (14: 一 Re4 十 
;im1 二 4，4; 一 一 Re4 十 iIm%4) 时, 解 (7),，(8) 便 出 现 另 外 
一 种 基本 结构 . 这 时 人 1 ™™ C3 人 从 而 (7)， (8) 的 表达 式 简 
化 成 : 


sin | Re i 一 2Re4x 一 qo 


JImA4 2141? 


[ReA4l 


u(x, 1) 一 4arctg 一 ? 
Ch 2 1 (Kx 一 + | 
mn (x xo) 2141: 
(11) 


或 者 采用 方程 (2) 的 变量 ， 


Imy si 一 (12) 
| Re | ch [m4 (£2) 


u(E»T) = 4arctg 


124| Vi 
式 .中 
4112 一] 1 Ex | 
i = 人 Xo 二 一 ln 一 一 ”19 
414|? 十 1 2Im71 Im1 271 


< | 1 | 
— arg, bm — (1 + vx,. 
po 8 731? 0 Re Pos 5 0 


我 们 将 把 这 种 解 称 为 双重 (或 者 脉动 ) 弧 子 . 在 Rez/Im1 值 
充分 小 的 各 种 情形 中 可 以 把 它们 解释 为 孤子 与 反 孤 子 的 束缚 


态 ， 当 |4| ~ 二 则 wv 一 0 时， 解 (12) 便 是 时 间 r 的 周期 


函数 . 我 们 再 来 看 看 在 m 时 刻 即 sin [2Reh(zw 一 上) 二 1 
时 , (12) 会 出 现 什 么 形式 ，。 显然 ,这 时 “ 


0 
»T r= = 0. 
Sr Es Tle — 


其 次 ,再 令 Rel 饼 1。 于 是 当 


e 9 。 


1 
EI 六 ln CO—— 
] Re 


时 ,函数 xs， mm) 一 0; 而 在 上 | 人 ha < 区 域内 ,函数 ul 
ro) 一 2， 


当 志 一 


一 (或 者 5 之 一 In 二) 时， 从 (12) 我 们 有 
u(£, T0) 一 4arctg exp (— s+ ln 二) (相应 有 u($, To0) 一 
4arc tg exp (# 十 In 二) 由 此 可 见 , 当 一 m 时 ,表达 式 


(12) 乃 是 散布 在 量 级 为 ?In < 虐 离 上 的 非 运 动 孤子 与 反 孤 


子 的 迭 加 ， 从 而 把 它 说 成 双重 孤子 或 者 束缚 态 都 是 允许 的 . 
它 的 拓扑 荷 等 于 零 . 

我 们 现在 着 手 研究 孤子 的 碰撞 。 在 (12) 中 作 极限 过 湾 : 
ReX 一 0， 从 中 所 得 到 的 解 便 是 这 类 解 的 最 简单 情形 (并 且 是 
完全 非 平凡 的 ). 当 ” = 0 时 从 (12) I 


u(t, 7) 一 一 4arctg 


GE 
这 种 解 描述 在 无 穷 远 处 速度 为 零 的 孤子 与 反 孤 子 的 相互 作 
用 . 
如 果 a(%) 在 虚 轴 上 有 两 个 零点 zi， 7131， 二 0)， 那 
么 从 公式 (7)，(8) 便 得 到 更 一 般 的 双 孤 子 解 : 


u(E, T) 
Cj op (一 二 ep (一 ee ) 
= darctg 一 一 一 一 -一 和 
] 一 C1C2 (4 一 277) exp (一 EE— vr VT 点 一 已 一 V3T ) 
42122 《十 142)? V1 — vi V1 一 到 
《13) 
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式 中 vi 一 (44: 一 1)/(413 二 1)。 直接 分 析 此 表达 式 表 明 , 妆 
r 一 土 oo 时 (13) 描述 一 对 各 自 以 速 度 v4,v 运动 的 且 没 有 
相互 作用 的 孤子 . 实际 上 ,例如 假定 Za > Ws 在 直线 § = vr 
十 #5 上 ,我 们 来 研究 当 z -> 一 oo 时 (13) 的 渐 近 式 ， 并 且 把 
它 看 成 是 8 的 函数 : 

" —> 4arctg | -ci exp | 一 - - 

u(viT + £', T)—>4 | 分 p( re 
此 表达 式 描 述 中 心 坐 标 为 
o_o0) 2 VT to lel 
(0) Vl 一 -各 


的 弧 子 或 者 反 狐 子 (由 ci 的 符号 而 定 ). 其 次 , 我 们 在 这 同一 
条 直线 上 考虑 一 十 时 (13) 的 渐 近 式 , 得 到 


2 
u(viT + £', T) —> — 4arctg Es (Wu 十 ?3 3 
C1 (i 12) 


~ oP (Sa) 
一 2x 十 4arctg bp Ce exp (— 万 二 = » 
到 我 们 得 到 了 同 > 一 一 co 时 相同 拓扑 荷 的 孤子 ; 它 的 坐标 为 


A ee 


因此 ， 当 第 一 个 孤子 同 第 二 个 孤子 碰撞 时 所 受到 的 位 移 改 变 
量 为 


2 
AED—— Vl 一 2; In 《十 42). 0. 
(41 一 12) 


对 于 第 二 个 ( 较 快 的) 孤子 完全 类 似 地 求 出 相应 的 量 


AEP ~— VI ln Cut 4) 
(41 一 4) 


我 们 看 到 , 快 狐 子 附 加 移动 是 向 前 的 ,而 慢 孤 子 是 向 后 的 。 同 


sa O03 e 


时 , 孤子 的 散射 完全 同 它们 的 拓扑 荷 无 关 ， 在 孤子 质心 坐标 
系 ( 即 mm 一 ”一 一 4) 中 来 看 ,所 得 到 的 结果 是 最 简明 的 . 在 
这 种 计算 系统 中 


AElD 一 一 As 一 yd 1 一 ln 二 
2 


可 以 证 明 ， 同 本 章 所 研究 的 其 它 系 统一 样 ， 在 多 个 孤子 碰撞 
中 ， 每 一 个 孤子 的 总 位 移 等 于 该 孤子 按 单个 方式 同 所 有 其 余 
的 孤子 碰撞 的 位 移 之 和 , 即 没 有 多 粒子 效应 . 

上 面 发 展 的 方法 能 够 有 效 地 研究 方程 (1)。 特 别 是 , (1) 
的 妖 西 问题 归结 于 解 系统 (3) 的 散射 正 问题 和 逆 问 题 . 可 
征 * 对 于 方程 《2) 来 说 ,所 引入 的 图 象 仅 给 出 全 部 解 总 和 中 的 
某 一 个 参数 ,从 而 不 能 解 柯 西 问 题 ， 为 了 解决 这 一 问题 ,必须 
直接 在 变量 $，, rz 中 来 改变 所 利用 的 图 象 . 

方程 (1) 表示 成 下 面 系统 的 相 容 条 件 : 


0 i 1!'0 ux . 
pb:—i( ) 十 三 ( ) 6 
0 一 1 2 \u. 0 
1 cosu 一 1 Sint 
bi (i 。 中 
41N1 \1sinu — cosu 


此 系统 在 5，r 变量 中 具有 下 面 形 式 : 


"4/1 0 ; 0 Ue— u 
pe — 2( ) 十 二 人 4 
2、\、0 一 ] 4 He ~ Hr 0 


cosu 一 7 Sintt 
二 (人 ) 4 (14) 
8 zsinz — cosu 
J 一 一 吾 ( 一 二 人 0 “oy 
" 2 \0 一 1 4 Na — us 0 
1 cosu 一 1Sint 
t+-( ) . 15) 
824 4 


1 Sint 一 cost 


显然 ,系统 《14)，《15) 的 相 容 条 件 是 方程 《2)。. 现在 我 们 就 
可 以 按照 着 问题 方法 的 标准 图 象 行事 : 确定 方程 (14) 的 元 
射 数据 ,借助 于 (15) 求 出 散射 数据 对 时 间 的 依赖 关系 ,最 后 ， 
按 散 射 数据 来 研究 反 求 x(#,，r) 的 问题 , 即 解 方程 (14) 的 逆 
散射 问题 .不 过 ,现在 我 们 可 以 看 出 ,没有 任何 必要 详细 研究 
方程 (14), 因为 问题 (3) 和 (14) 的 解 存 在 恒 等 对 应 的 关系 。 
例如 ,我 们 来 研究 系统 (14), (15) 的 解 z 


人 
PD/ 
它 是 由 一 一 0% 时 下 面 的 渐 近 式 所 确定 的 : 
or 
当 上 二 一 十 oo 时 ,2 作为 (14) 的 解 有 下 面 的 渐 近 形式 : 


| 
4 texp|- nj) + 47 


; 1 ; 1 
BD _> ACA, 7 [= 三 (4 一 乞 ) + 二 (xz 二 过 jz|. 
(4, r)exp 2\* n/t 41/ 


因此 ,所 定义 的 函数 4(%),，B(X) 使 我 们 得 到 了 (14) 在 连续 
谱 中 的 散射 数据 ， 这 时 从 (15) 我 们 得 到 


Gs 0, 2 2 一 —i(2 十 过) B(1, +). 

这 些 公 式 确 定 散射 数据 随时 间 的 演化 . 解 5 作 为 和 z 的 函 
数 , 即 2B(12，5，zr)， 在 整个 上 z 平面 上 是 唯一 确定 的 .十 分 
明显 ，@B(4; x 十 1， 1 一 x+) 作为 zx 的 函数 还 满足 系统 (3)， 
其 中 〈3) 带 有 的 势 a(x, :) 是 方程 (2)〉 的 解 。 试问 ， 当 
r+ 站 一 00、，、z 二 const 时 ，@B(14;x 十 1,t 一 x) 有 什么 样 的 
渐 近 形式 ? 为 了 回答 这 一 问题 ,我 们 要 注意 到 这 样 一 个 定理 : 
给 定 一 个 充分 光 请 且 当 有 | 一 oo 时 衰减 的 函数 wu(&§ ,Tt). 
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一 n(&), uaF» Te 一 w(é&) 作为 方程 (2) 的 初始 条 件 , 那 
么 当 t 一 土 时 ,方程 (2) 对 应 此 初始 条 件 的 各 种 解 都 包含 
在 光 锥 |z| > 和 | 的 内 部 . 这 个 定理 是 十 分 明显 的 . 正 是 由 
于 这 个 原因 , 当 8B(4; 5, 7) 的 渐 近 式 从 区 域 扣 一 一 co, 一 
const 延 拓 到 区 域 和 一 一 rz， 一 一 2 〈 即 一 一 02，/ 上 一 
const) 时 ,我 们 才 总 是 有 wn(5, z) 一 0 的 区 域 ， 因 此 当 :一 
一 -Oo 时 
D1;s —x) — ( 光 ) 


exp(— ilxr) 


就 等 于 上 面 系统 (3) 所 引入 的 解 p(x, 1). 当 & 一 十 co， 
x* 一 十 co 时 的 情形 也 正 是 这 样 , 即 当 5 一 十 co 时 , 由 渐 近 
形式 z 
一世 -了 + 菩 wo 

所 确定 的 (14) 的 解 (4;5,7r) 是 从 系统 (3) 的 解 (4, x,7) 
作 简 单 的 变量 代 换 得 到 的 . 这 样 以 来 , 便 存 在 以 下 定理 : 设 
u(§) ul(s,0), ws) = uz( 志 ,0) 为 方程 (2) 的 初始 条 件 ， 
A(4), B(4) 为 问题 (14) 的 对 应 w， U2 这 些 值 的 散射 数据 . 
再 设 wu($, r+) 是 方程 (2) 具有 上 面 所 指出 的 初始 条 件 的 解 ; 
u(x, 0) 一 u(x, 一 +) 为 方程 (1) 的 初始 条 件 , 而 <(2)，2(2) 
为 系统 (3) 对 应 于 此 初始 条 件 的 散射 数据 .如 果 w(#), w(#) 
为 充分 光滑 且 当 |#| 一 % 时 为 良好 衰减 的 函数 ， 那 么 就 有 
a(24) 三 4(4)，2(4) 三 8(4)， 问 题 (14) 和 (37) 的 分 立 谱 相 
应 特征 也 相等 ， 用 平凡 的 变量 代 换 ,从 方程 (9.11)，(9.12) 便 
得 到 逆 问 题 方 程 : 


xueme 虑 -日 


® 96 = 


cap (hss §)exp [三 CH a 


-(1)+ > / i 41， 
i RO ) GC’, §) exp (2 一 机 襄 ig 
2zrf 1 一 14 十 刀 
ph £)exp | 二 (5 元 


=-(， )+ yo [友人 一 二 月 
m 4， 一 Am 
| R(1)P(4, &)exp (2 -js 
0 (17) 


在 一 ( 。) 的 这 些 方程 中 , 求 和 跑 遍 了 4(1) 的 所 有 上 
半 平 面 上 的 零点 其中 RD 一 BC)/4(4)，Cs 一 BCt)j 
4"(4。)，g(2，&) 应 理解 为 方程 (14) 具有 以 下 渐 近 式 的 解 ， 
即 当 8 一 十 0 时 ， 


gm > 0, $Y -> exp 局 (2 一 过 s|. 


由 于 (9.15), 散射 数据 满足 熟知 的 限制 : 

R(1) = —R(—1); (18) 
一 4, 同 1。 一 道 是 本 征 值 ;相应 的 c, 是 复 共 轿 的 。 如果 sinz 
和 w, 作为 专 函 数 无 限 可 微 且 当 |#| 一 时 连同 它们 的 各 阶 
导数 一 道 衰减 ,那么 , 当 1 一 co 时 反射 系数 R(4) 要 比 1 
的 任何 罕 次 衰减 得 更 快 ， 这 一 事实 无 论 对 于 势 具 有 更 一 般 条 
件 的 系统 (3) 来 说 ,还 是 对 系统 (14)， 都 是 成 立 的 . 而 且 对 
系统 《14) 来 说 ,在 所 指出 的 条 件 下 , 当 4 一 0 时 R(14) 比 4 
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的 任何 侨 次 都 下 降 得 更 快 . 容易 证 实 这 点 ,在 〈14) 中 作 代 换 
cos 二 zSin — 
2 


中 es 5 of = op (19) 
并 注意 到 yw' 满足 方程 
0 — (ue ot te) 
十 之 en oe" 中， (20) 
其 中 
0 1 1 0 
Ol 一 ( )， 03 一 ( ). 
1 0 0 一 | 


从 (19), (20) 同样 可 以 看 到 , 当 4 一 0 时 


isin 志 
A é)exp EC 一 二 ) | 一 > “ 《一 )x(+em0 
2 4 > i 

cos 也 


我 们 把 此 表达 式 同 (16) 比较 得 到 
u(é) i u(t+oo)/ix 
OS > ( 1) {+oo)/ 


0 
| 


27x1 


公式 (21) 能 按 逆 问题 方程 (16), (17) 的 解 返回 到 势 . 
方程 (2) 写成 标准 的 拉 格 朗 日 形式 


9 OQ» 


式 中 
2 2 
L 一 工 | 人 ( 径 一 级 十 cosz 一 1， 
7 2 2 


显然 ,方程 (2) 也 是 哈密 顿 方程 . 它 的 哈密 顿 量 是 


H = | ee 6L_ jy 
Our 
2 2 
一 | + 二 (从 十 ] 一 eos4)|， (22) 
2 7 了 \2 


式 中 w 一 6L/6u: 为 u(#) 的 正则 共 轿 变量 . 恒 量 7 起 着 相互 
作用 常数 作用 .系统 存在 哈密 顿 形式 

Ou 6H Ow OH 

Br 0 Or Bu 2 
我 们 指出 ,在 散射 数据 语言 中 的 正则 变量 (这 种 变量 同上 面 所 
研究 的 例子 一 样 ) 原来 是 系统 (22), (23) 的 作用 一 角 变 量 . 
从 公式 

a(1) = WG), pO) 24) = —W(D), p14)) 
z (24) 

出 发 , 同 平常 一 样 , 可 以 算出 散射 数据 的 变 分 导数 . 同时 ,由 
于 间 题 (14) 包含 ws， 所 以 为 了 方便 变换 成 函数 


re ve 人 4 


其 中 pm， 几 是 下 面 方程 的 解 : 


因 detexp (i 二 a 一 1]， 故 a(7%) 和 4(4) 用 带 “ 捕 ”变量 的 表 
达 式 同 (24) 相同 . 其 次 ,我 们 应 用 标准 的 讨论 并 从 pg， 由 变 


0 
52C2) 一 二 《Ja 一 Bip) C26) 


Our 

Sa(4) _ 2 sos | Cm 
Bu 2 i\2 及 

sinu (ph 十 pba) |， 


6b(4) £ 本 1 | 
= 一 一 10D1 + 
2 2 8 (pq 为 


sinu (Pps 十 .$2)|. 


加 在 我 们 来 计算 油 权 括 
{e(1)，5C2 7) 一 7 ja (oat) 2602) ) 


_ 6a(4) 3 人 |， (27) 


OUr Ou 
借助 于 直接 的 但 又 是 繁 


我 们 这 里 考虑 了 6/5W 一 76/6u;. 
琐 的 计算 可 以 证 明 , (27) 的 被 积 表达 式 是 全 微 商 , 即 


Ga(4) 5b(X4') _ da(1) 65(7) 
Ou 


Ou Our . Our 
1 _ 天 . 天 . 
-tL (LX, +z,), 
16 dc 十 14 2 一 人 


式 中 
ZKV(CL)，p(273 PO), pC )) 
= (pM PAN) — PAA BN pt) pl2) 


e 100 。 


一 92)0i(1 7 7， 
ZA pM), PON); PH), p24)) 一 《中 (6, (4’) 
一 pA BANIN PAN PN) 一 ph) pA )). 
对 其 它 的 括号 也 有 类 似 的 表达 式 : 
a(4) 5 ) _ da(4) Ha) 


Ou Bu Our e123 
~ _ 14[+—x 
6 A [200), PC); WCG) 
— tz(60 p00); pr) gC2)| 
等 等 ， 完 成 (27) 中 的 积分 ,得 到 
{aD), bOI =— To bY) 


— WEN — 7) 


mrs 


十 于 oC) )8( 十 4’), (28) 


ec， a(% 二 0 等 等 
利用 这 些 表 达 式 及 对 称 性 4a(4) 一 a( 一 4),，2(4) 一 
一 6( 一 1),， 不 难 验证 ,变量 
4 


1 
Pp 一 一 jn 一 一 一 一 一 ， = 一 rop( 多 1 10， 
:一 TD 


是 正则 共 轧 的 ， 把 公式 〈28) 延 拓 到 复 平 面 上 


和 2), 254))} 一 工 ( 之 二 万 一 全 一 二) a(276(2) 


并 考虑 到 用 关系 式 


51， = 一 


1 
a'(4;,) °? 
把 a(4) 的 零点 位 置 的 改变 544 同 变 分 5a 联系 起 来 ,得 到 


*。 101。 


{1 bn} = MnDnO nms 


式 中 5b, 一 5(4,)， 因 此 ,分 立 谱 部 分 的 正则 变量 是 


p= lnAss gs—— 了 ln ，Rel, > 0, Imt, > 0. 


如 果 Rel。 关 0， 这 些 变量 是 复 的 ， 为 了 方便 变 到 实 的 变量 
ps = In|1,|, gs = — I lbs| (Reis = 0), (29) 


mt 4ln|M|, pt — 一 字 ln|brl， (30) 


nh = > argl4» Pr 一 argobr (0 < arg4 = 于 


变量 集合 (29) 属于 孤子 ( 反 了 弧 子 ) 的 . 应 注意 , pa， 4» (29) 
并 没有 完全 确定 这 部 分 谱 ， 这 是 由 于 它们 对 于 孤子 的 荷 不 敏 
感 , 因为 正 象 我 们 知道 的 那样 , 孤子 的 荷 是 由 5 的 符号 确定 
的 . 因此 (29) 应 该 加 上 动力 学 不 存在 的 而 起 源 于 拓扑 的 这 
些 特征 . 但 变量 (30) 却 完全 描述 了 双重 孤子 .， 

现在 我 们 通过 这 些 新 变量 来 表示 哈密 顿 量 . 注意 到 下 面 
事实 后 ， 不 难 做 到 这 一 点 、 即 直接 从 (14) 得 到 ，lna(4) 的 
展开 式 头 一 项 在 1 无 穷 远 处 及 1 一 0 的 邻 域内 分 别 为 下 面 形 
式 : 


lna(1) 一 一 | et 十 (1 一 cosu) | 


1 
0 
一 | 十 ze 一 cosu 
ln a(1) 一 | + )|4 
十 0(12)， 1 一 0. 
其 次 :我们 按 变量 P:，?p。 反 求 lna(4), 得 到 


。 i02。 


H= (二 十 1 Pd 十 > 二 (ce t+ 4et) 
471 7 


十 于 sin Yo- 十 4c7)。 (31) 
7 16 
场 的 动量 在 新 变量 中 写成 下 面 形式 : 
{1 2 —P P 
P—| (rpar+t D2 一 4erk) 
4 .7 -A 2 
十 之 了 sin (ec 7 十 4eT )， 

在 同 我 们 的 动力 系统 相 联 系 的 粒子 语言 里 ， 这 些 公式 有 
简单 的 解释 。 当 4 固定 时 , 变量 P,, %,; 构成 一 对 “粒子 数 -位 
相 ” 类 型 的 正则 变量 ,因此 P, 可 以 解释 为 粒子 密度 ，(1/44 一 
4)P， 可 以 解释 为 动量 , 而 (1/44 十 4)P: 可 解释 为 相应 的 能 
量 ， 这 样 一 来 ,公式 (31),(32) 第 一 部 分 的 头 一 项 态 是 带 有 
单位 质量 粒子 的 能 量 和 动量 的 贡献 。 第 二 个 加 数 (对 应 于 和 孤 
子 的 贡献 ) 乃 是 带 有 质量 8/7 的 粒子 的 贡献 , 即 孤 子 的 质量 等 
于 8/7Y， 最 后 , (31), (32) 的 最 后 一 个 加 数 对 应 双重 孤子 , 它 
们 的 质量 在 零 到 16/7 间隔 内 变动 ,与 它们 的 振幅 有 关 . 


e 103。 


第 二 章 ”KdV 方程 的 周期 性 解 


正 象 在 引 论 中 所 提 到 的 那样 ， 按 * 成 周期 性 的 定常 简单 
波 类 型 的 解 u(x 一 cz) (这 种 解 也 叫 “ 极 浅水 波 ”(cnoidal 
waves)) 是 在 十 九 世纪 浅水 理论 中 发 现 的 。 事 隔 很 久 , 即 在 二 
十 世纪 五 十 年 代 , 在 等 离子 体 理论 中 也 发 现 了 这 种 类 型 的 波 ， 
在 60 年 代 对 按 * 成 周期 性 初始 条 件 的 KdV 方程 的 解 曾 作 过 
数值 试验 ， 结 果 表 明 这 种 解 随时 间 成 准 周期 性 动力 学 形式 变 
化 。 除 此 之 外 ,周期 性 问题 具有 无 穷 多 个 守恒 律 (参看 第 一 章 
$ 5)， 所 有 这 一 切 都 表明 周期 性 边界 条 件 的 哥 西 问题 是 完全 
可 积 的 .可 是 ,由 于 数学 上 的 特点 ,KdV 的 周期 性 问题 比 衰减 
快 的 情形 更 难 。 特别 是 , 按 * 成 周期 性 的 精确 解除 极 浅水 波 
解 外 , 其 它 的 很 长 时 间 连 一 个 都 不 知道 。 应 用 道 散 射 问题 方 
法 的 类 似 理论 也 没有 成 功 。 但 在 1974 年 ,终于 找到 了 周期 性 
问题 的 解 (参看 综述 评论 文章 [6]) ， 这 需要 对 具有 周期 性 势 
的 一 维 薛 定 刘 方程 理论 作出 重大 发 展 ， 同 时 还 要 求 利 用 一 系 
列 物理 上 不 习惯 应 用 的 数学 工具 . 


$ 1。 带 有 周期 势 的 薛 定 启 方 程 与 GGKM 方程 类 似 的 周期 性 
方程 


这 节 将 从 苹 定 庙 方 程 理 论 出 发 来 阐述 我 们 所 必须 的 基本 
知识 ,并 在 周期 情形 中 引进 同 GGKM 方程 ( 即 借助 于 KdV 所 
得 到 的 罕 透 系数 和 上 反射 系数 的 动力 学 方程 )( 参 看 (1.2.3)) 相 
类 似 的 方程 。 从 这 种 方程 多 少将 会 看 出 ( 同 衰减 快 情形 相 比 ) 
周期 性 问题 的 困难 性 。 


。104，。 


同年 先 一 样 , 设 工 一 一 4 和 /ai 十 u(x) 是 一 维 薛 定 谓 算 
子 ,但 势 4 存在 周期 了 : w(x 十 7 了) 一 w(x)， 如 果 us 二 6uux 
一 wzxxx， 那么 就 KdV 方程 对 于 时 间 动 力学 的 Lax 表象 
(1.2.6) 
L=[4,L] 
来 说 (其 中 势 x(x, 7) 对 时 间 上 的 关系 是 把 + 春 作 参数 ), 在 周 
期 情形 中 仍 保持 其 原来 意义 。 下面 让 我 们 研究 算 子 工 的 本 征 
值 问 题 : 
Ly = Ey. (1) 
为 了 方便 ， 我 们 用 下 面 两 种 方法 之 一 来 选取 方程 (1) 解 的 基 
底 : 
Lor 一 Eps+4, p+(xo0) 一 1， pz(xo) -一 士 允 ， R= E; (2 
Le= Ec, Ls= Es, c(x%0) = 1, c'(%0) = 0, s(x%0) 一 0， 
s(xo) = 1. 《2 ) 
其 中 这 两 种 基底 在 点 x 处 都 是 归 一 化 的 。 基底 02) 和 (2 ) 
我 们 将 分 别 用 pz+(x， xo， EE) 和 c(x, Xo E), s(x, xo, E) 来 
表示 。 同 平常 一 样 ,考虑 周期 的 平 称 〈translation) 算 子 , 这 种 
算 子 同 苹 定 诊 算 子 L( 势 x 存在 周期 了 ) 是 对 易 的 : 
F. gx) > plr + T), TL = LL 人. (3) 
在 数学 文献 中 ,平移 算 子 个 通常 叫 “ 单 值 (monodromy) 算 
子 ”， 在 方程 (1) 解 的 任何 一 个 基底 中 , 算 子 个 将 写成 二 阶 
矩阵 形式 .: 
全 pp， 一 ap+ + bp 全 p_ 一 co+ 十 ld9p_， (4) 


全 < 一 CC TF 12s, 个 ,二 Gat 十 20, 
当天 为 实数 时 (这 时 站 一 五)， 我 们 有 


-一 +，c 一 5 4d~s 人 (7 - (5) 


当 五 为 实数 时 ,对 于 基底 (2) 来 说 ,矩阵 个 一 (oi;) 将 是 实 的 
(总 是 假定 势 x 是 实 的 )。 众所周知 , 任何 一 对 解 的 朗 斯 基 行 


列 式 等 于 第 数 ,由 此 得 出 
det 公 = wan 一 oo 一 ad 一 bc 一 工 (6 ) 
当 万 为 实数 时 ,借助 于 (5) 得 到 
la — 1 =1. (7) 


一 般 来 说 ,和 矩阵 全 依赖 于 初始 点 x 和 已 (或 好， 企 一 个 (ro， 
E). / 
在 具有 周期 性 势 的 薛 定 户 算 子 理论 中 ,一 个 重要 的 量 是 
平移 矩阵 的 迹 : 
Sp 个 == x 十 oa 一 46 十 dd (8) 
当 《为 实数 时 ,我 们 有 4 二 4, 所 以 
Sp 企 一 ea 十 4 一 sa 十 2 一 2ag， ea 一 ag 十 fa. (9) 
我 们 将 总 是 用 exp( 士 z27) 来 表示 矩阵 个 的 本 征 数 ,其 中 工 
为 周期 ; 数 p 一 pC(E) 称 作 “ 准 动量 *"。 因 det 企 一 1, 故 本 征 
数 用 迹 Sp 个 来 表示 ,从 而 它 有 下 面 形式 : . 
exp( 土 pT) 一 ap 十 Vai—1, (10) 
2cos(pT) 一 Sp 个 = 2ar = Qu 十 oa， 
严格 来 说 ,上 面 这 些 公 式 描述 有 为 实 值 的 情形 ,不 过 , 甚至 当 
E 为 复 值 时 ,我 们 也 将 总 是 用 sg 来 表示 量 


1 1 
Sp? = ~ (wg 十 ao)。 
7 Pp 7 Co 12) 


让 我 们 回忆 一 下 , 如果 本 征 函 数 $4(x) 同时 是 与 工 对 饭 
的 平移 算 子 个 的 本 征 向 量 , 即 
Lor = Edr, (11) 
全 bx 一 exp( +ipT)pz+, 
那么 便 称 它 为 布 洛 赫 (Bloch) 函数 (或 佛 罗 开 (Floquet) 函数 )， 
也 常 这 样 说 ,如 果 准 动量 p(E) 是 实 的 或 者 | exp(ip7)|=1， 
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比 么 布 阁 赫本 征 辫 数 prtx, 上 E) 是 属于 算 子 工 在 直线 上 的 布 
治 赫 谱 ( 佛 罗 开 函数 处 在 准许 带 或 稳定 带 之 中 ). : 

从 公式 (10) 可 看 出 , 布 洛 赫 谱 带 (准许 带 , 稳 定 带 ) 由 下 
面 方程 给 出 : 


这 sp?| 一 Jax| < 1. (12) 


在 实 轴 五 上 ,由 条 件 |ax| > 1 给 出 禁 带 (或 不 稳定 带 )， 


图 2 . 准许 带 [Bo EE]，[Ez Es]…， 其 中 an 安 1. 


虽然 矩阵 个 依赖 于 x。, E, 但 它 的 迹 Sp 个 一 2ar 却 只 依 
赖 于 E， 从 而 迹 的 典型 图 形 才 有 图 2 所 示 的 样子 。 点 El， 
E,，E,，…… 构 成 准许 带 的 边 绿 。 但 可 能 有 这 样 的 情形 , 即 禁 
带 聚 集成 一 点 ,从 而 禁 带 消失 了 (例如 , 在 图 2 中 E; 一 了)。 
在 这 种 情形 中 ,后 EF; = E, 已 经 不 是 带 的 边缘 ,而 线段 LE;,, 
E;1 合成 一 个 准许 带 。 这 类 带 的 一 个 平常 例子 是 由 常数 势 
# 一 const 产生 的 ; 除 E。 外 ,所 有 带 的 边缘 都 成 对 儿 地 合并 起 
来 ,这 样 就 只 出 现 一 个 准许 带 三 E。( 图 3). 

准许 带 和 禁 带 的 边缘 E， 都 满足 如 下 条 件 : |ar| 一 1 或 
者 exp《 土 ip7) 一 土 1. 由 于 这 个 原因 , 当 EE 一 E; 时 布 洛 灰 
本 征 函 数 p(x,E;) 便 满 足下 面 方程 : 全 w 一 土 6.。 这 意味 
着 : 当 五 一 五 了 时 , 画 数 点 是 以 工 为 周期 或 27 为 周期 的 周期 
性 函数 。 而 当 五 一 E; 时 ,矩阵 个 本身 还 存在 相同 的 本 征 值 
exp(ipT) — exp(—ipT)， 其 中 pT 一 0,x. 


“ 07。 . 


在 非 简 并 情形 中 , 当 E == E; 时 矩阵 个 简化 为 约 当 
(Jordan) 原 胞 : 它 有 两 个 相同 的 本 征 值 , 不 过 只 有 一 个 本 征 
向 量 。 在 这 种 情形 之 下 ，2(xo, EE) 关 0 及 or 一 土 I。 实际 
上 ,在 非 简 并 情形 中 ,能 级 E; 是 能 带 的 端点 。 


图 3. 当 w 一 const 时 ag(B) 的 图 形 ; 当 E>E。 时 ，ag 总 是 满足 [ar| <1， 

如 果 当 E = E; 时 ,矩阵 个 是 对 和 角 的 或 者 

1 0 
一 二 (, 1 让 

其 中 5(xo, Ei) 大 0, 那么 这 种 能 级 E; 便 是 二 重 简 并 的 ,因而 
不 是 准许 带 的 端点 ， 我 们 这 里 没有 证 明 这 些 基 本 事实 , 因为 
从 任何 一 本 具有 周期 性 系数 的 线性 方程 理论 教科 书 中 或 者 固 
体 理论 教科 书 95 中 都 能 很 好 地 了 解 到 这 些 基 本 事实 . 

让 我 们 注意 到 ,给 阵 个 (x。, E) 是 类 似 于 量子 力学 跃迁 算 
阵 的 周期 性 矩阵 ,在 第 一 章 § 1 中 对 衰减 快 的 势 x《(x) 曾 利 用 
到 这 种 矩阵 全。 其实 ,假设 了 一 co， xz 一 一 co 和 十 了 一 
co ， 和 而 当 了 一 co 时 , 势 n(x) 趋 于 衰减 快 的 势 . 于 是 ,基底 
(p+，-) 在 点 xm 和 xz 十 了 处 便 趋 于 这 样 的 基底 ， 即 当 
xz 一 土 co 时 这 种 基底 有 两 个 指数 渐 近 形式 exp( 士 Kx)。 所 
以 从 xo 到 xo 十 7 了 的 跃迁 矩阵 个 , 当 工 一 co 时 ,就 变 成 第 一 
章 在 按 * 衰减 快 的 函数 类 中 KdV 的 解 所 利用 的 散射 矩阵， 
对 于 KdV 衰减 快 的 解 x(x,z) 我 们 曾 在 第 一 章 $ 2 中 得 到 了 
Gardner-Green-Kruskal-Miura (GGKM) 方程 : 
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一 0， 一 38 
如 果 关 于 x* 的 周期 性 势 x(*，, z) 随时 间 变 化 服从 KdV 或 者 任 
何 一 个 高 阶 KdV 的 话 , 那 么 现在 我 们 同样 对 矩阵 全 (xu, 1, E) 
来 引信 这 种 类 似 于 GGKM 方程 的 局 期 性 方程 ， 让 我 们 来 研 
究 人 和 借助 任何 一 个 高 阶 KdV 动力 学 的 Lax 方程 : 
- Lo=[L, 4A], 


式 中 4 一 之 ， cid, 一 22 十 1 阶 算 子 这 种 算 子 的 系数 依 


赖 于 wx，w ,uw”,*..。 对 原 KdV 来 说 , 算 子 4 = 一 4 的 具体 形 
式 为 (1.2.5)。 我 们 来 考虑 方程 〈1) 的 解 的 任何 一 个 基底 
《2 ) 或 (2 )。 在 基底 (2 ) 中 , 同 (1.2.4) 类 似 有 
P+ 一 94 013) 
和 -一 一 49_- 十 7Y9p+ 士 SP 。 
当 A(& 一 卫 ) 为 实数 时 , 则 有 > 一 到 8 一 和 及 1 十 85 一 0， 
这 是 因为 p- 一 + 而 4 为 实 的 算 子 。 其 实 , 从 方程 过 一 [ 工 ， 
4] 及 Lgr 一 Eqpr 我 们 得 到 下 面 等 式 : 


0 -LEpr™ Lort(L— Ep 


— (LA— AL)pr + (L — FE)g9: 
一 (5 一 E)(Agpz+ 十 9 上 )， 


此 等 式 就 相当 于 方程 (13). 
现在 考虑 这 样 一 个 矩阵 A(xo, E): 
1 & 
A ( 7 6 ) (14) 
把 与 GGKM 方程 类 似 的 周期 性 方程 写成 下 面 形 式 : 
2 一 一 [4, 个 ] 一 A 个 一 个 4， (15) 


/ 包 和 在 此 方 各 中 的 和 A(xo。，E》 是 这 样 确定 的 : 从 方程 
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(13) 中 作 代 换 XXo, 其 中 当 +=xo 时 9+ 一 中 -一 (B14) 
一 (9-) 一 0, 再 按 基 底 +，9p- 的 定义 我 们 得 到 
(Api)ie 一 1 十 Ap， (Ap-)rs, 一 7 十 5， 
(A481) = A (dP) iC — 0). 
(16) 
又 因 微 分 算 子 4 的 系数 是 用 wu,w ,wu ,*"**， 来 表示 的 ,这 样 
公式 (16) 便 用 u(xo), zf (x0), zi (x0), | 给 出 矩阵 A 的 表 
达 式 。 在 基底 (2 ) 中 确定 矩阵 4 也 可 作 类 似 地 计算 ,这 时 和 拓 
阵 4 同样 将 是 E 的 多 项 式 水 数 (在 基底 (2 ) 中 和 矩阵 《4 是 
的 多 项 式 了 水 数 ). 
为 了 推出 方程 (15)， 在 点 m 十 了 处 我 们 应 用 平移 算 子 
个 来 利用 同样 的 方程 (13)。 我 们 用 9 来 表示 对 (p+，p-)， 
从 而 49 一 (4p+49-)， 9 一 (p+,P-). 采用 矩阵 形式 我 
们 有 
人 (5) 一 一 个 4p 十 个 4p， 
(fp) 一 一 4( 人 p) + 4( 人 op)， 
一 等 式 是 因为 对 基底 个 q 来 说 ,方程 (13) 同样 成 立 。 同 时 
算 子 4 的 系数 是 通过 带 有 常数 系数 的 x, w", uw”,*-， 来 表示 
的 ,因此 我 们 得 到 
个 49 = 4 人 gp， 


(17) 


(fp) — 9 十 fg 一 29 一 人 do 十 个 49 (18) 


867 (4 个 一 PA) gy. 
Or z 
一 个 等 式 等 价 于 方程 (15)。 如 果 势 w(x) 是 衰减 快 的 , 那 


当 xw 一 土 0 有 时, xo 一 一 00， Xo 十 二 二 00, 了 二 00， 则 


U 0, Ww —0, ,WU —>0, 因此 对 衰减 快 的 势 来 说 , 阜 
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后 
入 


阵 4 原 来 是 常数 乍 阵 。 由 于 这 个 原因 ，GGKM 方程 (15) 
才能 立即 积分 出 来 . 例如 对 基本 的 KdV 方程 我 们 有 (基底 
(2 )): 


“一 1 加 2 4 
4 一 ;1 ( 7 十 4 ); : (19) 
n=u +ik! 全 一 2 一 2 
如 果 (zo) 一 (zo) 一 … 一 wo(am) 一 0， 那么 
—4i1k’ 0 
4 一 0 罗网 
从 而 方程 (15) 便 简 化 为 (1.2.3) 的 形式 : 
4 一 0， b= 8125， 
因此 ， 正 是 由 这 种 情况 得 到 了 衰减 快 的 势 的 情形 。 在 周期 情 
形 中 我 们 得 到 了 更 普遍 的 方程 〈15)， 其 中 矩阵 人 是 wx(xo)， 
《zo)，- -的 复杂 水 数 ,这 种 方程 已 经 不 能 积分 ,不 管 这 种 方 
程 在 怎样 简单 情况 下 也 都 如 此 . 在 基底 (2 ) 中 ,矩阵 4 总 是 
E 的 多 项 式 . 对 KdV Ah. 有 下 面 形式 - 


一 给 8 ”一 2 — 2uFE + 4E 
A= ( . (19’) 
—2(w 十 2E) u 


和 矩阵 个 的 迹 是 方程 (15) 的 积分 。 其 实 , 这 一 事实 是 从 (15) 
的 右边 具有 对 易 子 的 形式 得 到 的 ,又 因为 1/2Sp 个 二 ag 决定 
算 子 工 的 布 洛 赫 谱 ,于 是 整个 这 种 谱 都 保持 守恒 ( 即 全 部 带 的 
边缘 E; 保持 不 变 )。 从 而 这 个 积分 的 集合 相当 于 早先 所 找到 
的 Kruskal 守恒 律 (参看 第 一 章 $ 5), 这 是 因为 带 的 端点 集合 


e。 lll。 


完全 确定 了 函数 aa(E)， 这 里 的 诸 端 点 E; 由 方程 吹 一 1 来 
确定 ,如 果 所 有 简 并 度 都 等 于 1 的 话 。 


问题 是 , 复 变量 互 的 整 函数 a3(E) 含有 五 的 到 备 次 , 即 


按 模 1a&C(E)| 一 const* exp (a VE) 来 估计 。 因 此 这 种 函数 
完全 由 指定 简 并 度 的 吗 一 1 值 的 集合 借助 展 成 无 穷 积 的 形 
式 来 确定 . 

由 此 可 见 , 尽 管 与 GGKM 方程 类 似 的 周期 性 方程 (15) 
将 会 在 一 系列 情形 中 用 到 ， 但 与 GGKM 程序 直接 类 似 的 各 
序 在 周期 情形 中 并 没有 产生 实质 性 的 结果 ， 

让 我 们 再 引进 矩阵 全 的 一 个 有 用 的 方程 。 因 矩阵 全 依 
赖 于 参数 m 并 且 当 x 改变 时 它 的 本 征 值 不 变 , 于 是 可 写成 


~ ~ [0, ?], (20) 


式 中 和 矩阵 2 依赖 于 ey # "(x0) > …,。 在 基底 (2 ) 和 
(2 ) 中 ,简单 地 得 到 和 矩阵 8 的 以 下 公式 : 
E—# 
基底 (2 ): 9 一 (_， 0 )， 
0 /1 一 ! (21) 
基底 (2): 9 一 认 (”_) 一 业 (1 1) 


$2. 高 阶 KdV 的 定 态 问题 KdV 精确 解 的 寻找 方法 


正 象 在 前 市 曾 指 出 的 那样 ,对 于 可 积 的 周期 性 问题 来 说 ， 
与 GGKM 方程 类 似 的 周期 性 方程 (1.15) 同 衰减 快 的 情形 有 
所 不 同 , 它 没有 给 出 重大 的 结果 . 因此 ， 在 寻找 KdV 的 精确 
解 时 ,我 们 得 利用 别 的 方法 . 在 第 一 章 曾 引 和 所谓“ 高 阶 KdV 
方程 ， 它们 同样 是 用 藤 定 刘 算 子 的 着 散射 问题 方法 来 积分 的 
(参看 (1.6.1))。 所 有 这 些 方程 都 有 下 面 形式 : z 
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=- 总 ( S ei) 1 1 
Wy Bx 这 i 3 Co 2 (1) 


式 中 1,-_; 是 在 第 一 章 $5 中 所 指出 的 KdV 方程 的 Kruskal 积 - 


分 (守恒 律 )， 按 照 第 一 章 $6, 所 有 这 些 方程 乃 是 具有 无 限 多 
个 目 由 度 的 彼此 相互 对 易 的 哈密 顿 系统 。 这 些 方程 同样 允许 
Lax 表象 : 

L= {LL, 4A], (2) 


2 Ee 
式 中 工 一 一 -和 + u(x), A~ Ast 2) An-ici, 
j=1 


cj 是 常数 
我 们 建立 Kdv 精确 解 的 程序 是 这 样 的 : 人 先 求 出 下 面 的 
任何 一 个 高 阶 KdV 的 所 有 定 态 解 : 


一 1 < oo = COnSE 一 一 Con。 (3) 
On Ou 


然后 从 方程 (3) 所 找到 的 这 些 解 中 取 其 中 的 任何 一 个 作为 原 
KdV 的 初始 条 件 。 这 时 我 们 再 利用 下 面 事实 : ”从 这 一 初始 
妆 数 出 发 按 KdV 方程 随时 间 移 动 ,在 经 过 一 段 时 间 以 后 的 任 
何 一 个 时 刻 , 将 重新 得 到 这 种 类 型 的 函数 , 即 这 种 函数 是 方程 
(3) 的 带 有 同样 常数 c,，… ，cs，cw+i 的 解 。 因此 为 了 实现 
这 一 程序 ， 必 须 充分 地 求解 定 态 方程 (3)， 从 而 借助 于 KdV 
求 出 这 些 函 数 xa(x) 对 时 间 : 的 依赖 关系 。 

用 动力 学 系统 语言 来 说 , 任何 一 个 高 阶 KdV 方程 , 使 我 
们 在 所 有 遂 数 w(x) 的 空间 中 确定 一 个 该 空间 的 单 参数 变换 
群 ， 同 时 所 有 这 些 群 都 成 对 地 对 易 。 所 以 任何 一 个 高 阶 KdV 
的 定 态 点 ( 解 ) 的 总 体 ( 集 合 ) 相 对 所 有 其 余 的 高 阶 Kd4V 《其 中 
包括 原 KdV) 都 是 不 变量 . 

作为 最 简单 的 例子 ,让 我 们 研究 = 1 的 情形 。 这 时 方 
程 (3) 有 下 面 形式 : 
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2 ci 一 一 ca C4) 
i 


式 中 


因此 方程 (4) 具有 下 面 形式 : 
1 O 3 C1 ,2 
u 一 让 (5 te + cz) (5) 
这 种 方程 的 解 是 维尔 斯 特 拉 斯 《Weierstrass) 椭 贺 函数: 
1 du 
一 (6) 
0 | 十 ca 十 2czz 十 dd 
KdV 本 身 有 下 面 形式 : 


中 一 688 一 给 ”一 6 。 
Ou 


了 项 数 u(r 一 ci) 当 c 一 c, 时 是 KdV 方程 的 解 。 我 们 得 到 了 
通常 的 极 浅 水 波 ， 

2 一 2 的 情形 就 较 复杂 了 。 方程 (3) 将 有 四 阶 。 它 的 基 
本 积分 是 很 困难 的 ， 

以 后 将 阐述 ，KdV 的 所 有 衰减 快 的 多 个 孤子 解 u(x, z) 
按 x 满足 方程 (3) 的 其 中 之 一 。 结 果 得 到 方程 (3) 的 几乎 所 
有 解 都 按 * 成 周期 性 或 准 周期 性 变化 。 所 以 KdV 的 相应 解 
是 多 个 与 孤子 解 类 似 的 周期 狂 和 准 局 期 性 函数 (参看 本 章 后 
面 的 $ 10)。 所 有 方程 (3) 都 具有 变 分 导数 形式 ; 


61 
(0) 7 
sr 0 (7) 


式 中 [= 了。 十 A 十 十 cnlo 十 cnAHi7_is 其 中 了， 一 
va 考虑 到 拉 格 朗 日 1, 的 非 简 并 性 ,由 此 得 到 方程 (3) 按 


x 的 哈密 顿 形式 : 
pi 一 OH /Og:, 9; 一 已 /6p， = 1],-..., 1 
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式 中 


nd 00 \/_iy 
oo 
而 哈密 顿 量 扣 有 下 面 形式 ; 
H(p, q) 一 之， piu'" 一 0， (9) 


并 有 aH/ar = wu’61 /6u. 

下 面 我 们 来 建立 方程 (7》 按 * 的 积分 ， 根据 在 第 一 章 
$ 6 中 所 建立 的 对 KdV 的 Kruskal 积分 的 对 合 性 ,我 们 有 - 
{7，7 = 0, i= 0,1,..., nC—1, 

或 者 ,如 果 


1; 一 JP zf ， “” ”9 u'')dx, 


一 |@, 十 cPsi 十 :十 crid)dxr 一 [9ax, 


那么 
61 ad 07 al; 
Bu dr Bu dx (10) 
式 中 Tw Ww W207D) 为 ww ,ww ,， ,uu%” 的 基 
一 多 项 式 . 
从 关系 式 〈10) 和 方程 (7) 我 们 可 看 出 ，7; 为 方程 (7) 
的 积分 。 这 样 一 来 ， 我 们 便 得 到 方程 (7) 的 积分 集合 TT， 
Tis 7 Tor. 又 因 
i a Se Sh, 
2 dx Ou dx Ou Ou 
那么 , 按 能 量 的 通常 定义 ， To 一 H(p, q). 
结果 所 有 积分 及 二 To， T,,*…*，7T,_， 篆 对 合 且 独 立 ; 
哈密 顿 系 统 (7) 是 完全 可 积 的 ;几乎 “所 有 解 都 是 周期 狂 和 准 
出 期 性 函 数 (可 能 带 有 极点 )。 不 过 ， 这 些 积分 的 对 合 竹 很 难 
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用 直接 计算 来 验证 。 方 便 地 是 直接 从 所 有 高 阶 KdV (作为 函 
数 u(x) 空间 的 单 参数 变换 群 ) 之 对 易 性 得 到 这 些 积分 的 对 合 
性 ， 


我 们 把 号 码 为 i 形式 为 到 一 (ae) 的 高 阶 KdV 方程 


看 成 是 方程 (1) 的 定 态 解 集 合 的 变换 群 . 并 用 常数 集合 
ciy "yat 与 XX 时 的 初始 点 ,也 即 用 (8) 所 指出 的 相 
空间 的 坐标 集合 (p,, “**> Py» qs **'*， gn) 将 方程 (1) 的 定 
态 解 加 以 参数 化 .而 这 些 定 态 解 对 于 x 的 函数 关系 由 哈密 顿 
量 为 (9) 的 哈密 顿 系统 来 确定 ， 

这 样 一 来 ,在 方程 (1 的 定 态 点 集合 上 所 芳 虑 的 号 码 为 ; 
的 高 阶 KdV 方程 , 便 描 述 为 相 空 间 (如 ……，bs，4， qz) 
中 的 动力 系统 。 按 定义 ,在 不 同 的 号 码 i 中 ,这 些 系统 作为 变 
换 群 是 相互 对 易 的 。 下 面 我 们 就 来 验证 , 所 得 到 的 号 码 为 i 
的 这 一 有 限 维系 统 是 哈密 顿 系统 ,其 正则 变量 同 桩 为 p, 4, 但 
哈密 顿 量 为 了 ;。 显然 ,这 对 积分 7; 的 对 合 性 来 说 是 充分 的 . 
此 外 ， 从 中 还 得 出 另外 一 个 重要 推论 : 在 坐标 p, 4 中 ， 原 
KdV 方程 本 身 同 样 是 哈密 顿 系 统 ， 其 哈密 顿 量 为 H, 一 T,. 

根据 公式 (8), (9), 哈密 顿 量 二 有 下 面 形式 : 


Li #1 
H= > pu — 0 = 2 Piqins 
一 1 一 1 


十 a 一 (aq "“*“*s In gz ) 


nC 一 1 


”人 D> piqin + Pla “s(n pa)， (11) 
i=1 


按 (8), 上 式 中 ps 二 60/68gs。 其 中 由 此 得 到 以 下 简单 关系 
式 : 
OH OH 


了 it- 四 DdqrObp， 


二 0 /7/ 委 5 一 7 (12) 


+ 1i16. 


一 人 


容易 直接 验证 更 一 般 的 恒等式 
OH 67 C13) 


所 以 哈密 顿 量 为 H(p, q) 的 诸 哈密 顿 方 程 中 仅仅 头 一 个 对 应 
方程 87/15x 一 0. 除 此 之 外 ,其 余 的 所 有 哈密 顿 方程 可 以 看 成 
是 能 用 相 空 间 变 量 p.,，… pq，……，qdn 来 表示 zy ze ，**…， 
uw" 的 关系 式 。 恒 等 式 (13) 由 于 (10) 具有 下 面 形式 ， 


dx Oaq, dx 6u 


oT, 67 0H, yoT OH (14) 
Op Fi Op; Gg; Fi gq; Op; 

而 恒等式 (13) 对 任何 函数 n(x) 都 是 对 的 ， 所 以 在 恒等式 

(14) 中 可 把 pi 当 作 任意 一 个 数 。 由 此 我 们 有 
di (15) 
现在 我 们 来 研究 相 空间 (p,q) 中 的 流 # 一 (311/6w). 
商 着 这 个 流 的 微 商 我 们 将 用 点 来 表示 .借助 于 哈密 顿 量 玉 对 
x 的 微 商 我 们 将 用 撤 来 表示 。 因 x 一 qtr， 故 从 (15) 式 得 到 
dd OT., 
I Bp (16) 
在 (p, 9) 空间 中 的 泊 松 括号 ， 我 们 用 [ , ] 来 表示 。 从 方程 

(16) 及 雅 可 比 恒等式 ,我 们 得 到 


Grr 一 A (下 人 下 时 dt Te 


=— [7.,, [ gx， Hll 十 [gx， [EH， T;]]. (17) 
此 外 ,还 存在 下 面 恒 等 式 ; 


Lat, Hi- 5 加 qn = 一 (un) 一 Ut) 一 Gh+ie 
又 因 了; 为 哈密 顿 系统 (7) 的 积分 ,于 是 [7;, BH] 一 0. 所 以 


对 dhl 我 们 得 到 


Oprti dx Op * 
从 而 推出 了 哈密 顿 方程 的 头 一 半 。. 下面 我 们 先 从 指标 » 开始 
和 二 到 1 来 推出 此 方程 的 后 一 半 ， 
(dg,) 一 (qs) ， 于 是 我 们 有 
OHN OOTY 
人) ~ (2) 
从 公式 (11) 求 出 等 式 
oH _ 838 
Op» 9p, 


om) ~ OH 687, 6 ， ,、。 
-~ 一) 一 一 一 一 一 一 一 十 ps 一 《da) . 
(gr: j=1 Op»0g; 9p; px 


(18) 
其 次 ,我 们 从 雅 可 比 恒 等 式 及 及 (p, 9) 的 形式 得 到 


CD rd eA 


LT,, | g»; H1]] 十 | gq»， IH, Ti]] < 7， 8 
OH OT; 十 2 了 of. (19) 

i Opr0qg; Op; Bp» 9， 

比较 (19) 和 (18)，, 我 们 求 得 


87., 
Ff 837。 


下 面 对 所 有 i < 二 的 情况 来 推出 方 的 哈密 顿 方程 ; 我 们 
利用 等 式 (;) 一 《Pp;) 。 如 果 对 号 码 i 来 说 pi 方程 的 哈密 


ss 1iR. 


.itt 


顿 形式 已 成 立 的 话 , 那 么 我 们 得 到 
(#1)’ 一 a， | ~ [H, [p;, T7111 = 一 [py LT;, B1] 


+ [EH, ps Tl ~ [7 | 
Og 
BH O67; _ BH OT; 
i Ogq;0gr Opr. Op,.09; Og» 
~_8H 07 
OgiBpi_ Ogqis 
Co = ~" OH 87 6 67 OH y, 


p 
i=1 OgqrOg; Opr OgqiOp, O04q, dqi0pi-s 


因为 从 五 的 哈密 顿 形式 (参看 (11)) 可 以 得 到 等 式 
SH/B4i0pi = 1, - 
所 以 最 后 我 们 得 到 
pi-: 一 OT;/04g;-1. 
这 样 我 们 建立 了 下 面 事实 : 流 (高 阶 KdV ww 一 《51;/6u)) 在 
变量 (p, 9) 中 是 哈密 顿 系统 ,其 哈密 顿 量 为 了 ;。 同 时 由 于 相 
应 的 流 对 易 , 因 此 所 有 泊 松 括号 [7L, Ts] 告 为 零 。 由 此 还 得 
出 定 态 方程 (7) 是 完全 可 积 ( 按 刘 维 ) 的 系统 . 
让 我 们 注意 到 ， 当 我 们 在 变量 p, 4 中 ( 即 在 另外 一 个 流 
的 定 态 点 集合 上 ) 推 导 流 # 一 《61;/6u)” 的 哈密 顿 形式 时 , 仅 
仅 依 靠 了 恒等式 《10), 而 此 入 等 式 意味 着 下 面 的 泊 松 括号 等 
于 零 : {17, 1;} 一 0. 所 以 我 们 实际 上 在 流 含 有 这 种 限制 的 运 
算 中 推出 了 保持 哈密 顿 形式 的 更 普 志 的 定理 。 但 是 ， 辫 数 
u(*) 空间 的 泊 松 括号 及 欧 拉 - 拉 格 朗 日 型 方程 81/6x 一 0 在 
有 限 维 空间 (p,，g) 中 的 汽 松 括 号 ,二 者 之 阅 由 于 没有 任何 直 
接 联系 ,使 得 这 一 定理 不 明显 是 先 验 的 〈a priori). 但 不 管 在 
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样 ,在 上 面 所 描述 的 流 具 有 限制 的 运算 中 ,关于 保持 哈密 顿 形 
式 这 一 定理 是 非常 普遍 的 。 于 是 ,我 们 建立 了 这 样 一 个 事实 : 
对 高 阶 KdV 方程 来 说 ， 其 定 态 方程 (7) 的 积分 H 一 To。， 
7,,，……，7T。: 是 对 合 的 ， 第 一 个 非 平 凡 情形 是 .” 一 2. 方程 
《3) 具有 下 面 形式 : 


o_o | Sh + 0, Sh i,, 1 = |94x. (21) 
Ou Ou Ou Ou 。 


用 变换 xx 一 zx 十 const 可 以 使 c 一 0， 

按 公 式 (10), (1.5.6), (3) 直接 计算 ， 使 我 们 得 到 以 下 积 
分 公式 (p, 9 一 六 2) 

To= H= Pp+ V(q, 92)， 

eTo T= ptt+ 2upp; 十 (24 一 c2)P? 十 D(q, 9:)) 


hy Am OQ A i ~ . 
wx 一 2 7 一 入 一 0; 六 一 9 入 一 一 i， (22) 
Ou 
2 
V=— 十 cd， 
2 2 8 


D=w + ci — 4ug’ + 2cwug 士 2c39。 

让 我 们 提醒 一 下 ,在 这 些 变 量 中 , T,(p, 9) 是 KdV 的 时 间 动 
力学 哈密 顿 量 。 系统 (21) 具有 两 个 自由 度 ,其 哈密 顿 量 依赖 
于 两 个 常数 cx， cs(ci 一 0) 并 且 在 刘 维 意义 下 是 完全 可 积 的 . 
在 曲面 T。 一 const，7: 一 const 上 引入 角 变量 的 算 靶 是 已 知 
的 ;不 过 这 种 算法 在 技术 上 不 够 方便 ,我 们 将 不 利用 它 。 稍 后 
(在 第 二 章 $8 中 ) 将 从 另外 一 个 角度 芳 虑 来 完成 这 些 方程 的 
积分 。 


$ 3， 高 阶 KdV 的 定 态 解 及 具有 有 限 个 能 带 的 薛 定 户 方 程 的 
势 . 黎 曼 曲面 
当 一 维 薛 定 订 方程 的 周期 性 势 u(x) 满足 定 态 高 阶 KdV 
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(2.3) 时 ,具有 非常 好 的 谱 性 质 ， 在 这 种 势 的 布 党 赫 谱 由 仅仅 
存在 有 限 个 禁 带 。 本 节 下 面 将 推导 这 一 事实 ,有限 带 的 这 一 
性 质 是 寻求 高 阶 KdV 精确 解 的 基础 , 它 也 是 寻找 有 限 带 势 本 
喘 及 其 本 征 函 数 购 解析 形式 的 基础 . 很 早 以 前 就 知道 , 维尔 
斯 特 拉 斯 查 圆 函数 a 一 2 纪 (x) 就 是 具有 一 个 有 限 禁 带 的 周 
期 性 势 ( 拉 梅 (Lamé) 方程 )。 例如 ， 在 [26] (参看 工 .3) 已 
指出 这 一 -事实 ,这 里 同时 还 指出 , 在 所 有 整数 = 中 , 更 高 阶 的 
拉 梅 势 wm(z) 一 n(n 十 1) 名 (x) 在 布 洛 灰 谱 中 刚好 存在 个 
有 限 的 禁 带 。 至 于 其 它 一 些 有 限 带 势 直 到 出 现 KdV 理论 才 
知道 。 我 们 注意 到 ,对 维尔 斯 特 拉 斯 三 圆 毅 数 w(x) 一 28 十 
const 来 说 , 函数 u(x 一 ct)， 当 。 为 一 定时 正 是 KdV 方程 的 
极 浅 水 波 ， 从 而 它 满足 > 二 1 的 定 态 方程 (2.3). 这 种 一 致 
性 ,并 非 巧合 : 我们 将 指出 ,对 于 高 阶 KdV 的 定 态 方程 (2.3) 
来 说 ,它们 的 所 有 周期 性 和 准 局 期 性 解 都 是 有 限 带 势 ,而 同样 
这 些 方 程 的 衰减 快 的 解 都 是 无 反射 势 . 

和 在 $1 中 一 样 ,我 们 假定 势 是 周期 为 了 的 周期 性 势 。 我 
们 对 平移 矩阵 个 (x, z， 五 ) 利用 方程 (1.15) 和 (1.20), 其 中 
和 矩阵 了- 对 * 的 依赖 关系 是 借助 于 任何 一 个 高 阶 Kdv 方程 
(2.1) 实现 的 。 方 程 人 15) 和 (1.20) 应 是 相 容 的 : 


A A 


从 相 容 性 这 一 要 求 得 出 


B01 一 [4 2] / (1) 
[ar ?| +1 @ | ~ | 2 +14 |. 
拇 从 雅 可 比 恒 等 式 z 


[0, [4, 个 ]] + [人 ?, [0, A]] + [A,[ 人 全, 0]]=0 
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我 们 得 到 


-各 -wo ee 


起 阵 4， 0,1A, QO] 迹 为 零 并 且 它 们 是 E， zx(xo)， u’' (x0), ” 
的 多 项 式 函 数 。 由 此 得 到 最 后 的 方程 (这 种 方程 在 第 一 章 $8 
中 曾 用 别 的 方式 推出 过 ， 参 看 (1.8.11)， 在 那里 8 一 U， 
A = V): 


04 80_ = 3 
Bx a [A, 0]=—0 (3) 
或 者 
0 _ 0 
[a ? Oxo 9 | 0 


矩阵 8 由 公式 (1.21) 给 出 。 在 以 (1.2 ) 为 基底 的 公式 (1.16) 
中 , 指出 了 如 何 通 过 算 子 4 的 系数 来 计算 矩阵 4。 方程 (3) 
给 出 KdV 及 其 高 阶 类 似 物 的 新 的 非常 有 用 的 对 易 表 和 象 , 这 种 
表象 同 Lax 表象 上 = [L, 4] 有 所 不 同 。 两 个 和 矩阵 4 和 0 在 
基底 (1.2”) 中 ,都 是 参数 EE、 以 及 u(xo)， ,uu%(xo) 的 多 
项 式 函 数 .。 这 种 表象 ， 从 下 面 可 看 出 是 方便 的 让 我 们 考虑 
任何 一 个 高 阶 KdV 的 定 态 方程 (2.3)。 于 是 ,我 们 有 

a=0, A=O0O=To=0,L=[L,4]1]=0. (4) 
比较 方程 (4) 和 (3), 得 到 


dA . \ 
i [A, O01; / (5) 


用 x* 代替 xo, 此 公式 使 我 们 得 到 了 定 态 高 阶 KdV(2.3) 的 Lax 
型 表象 . 我 们 从 表象 (5) 立即 得 到 方程 (2.3) 的 积分 ,这 些 
积分 是 由 矩阵 4 的 特征 多 项 式 系数 组 成 的 : 

det(4.1— A)=P(1, E)= 人 一 (Sp4)1 十 det4。 (6) 
但 ，SP4 一 0， 所 以 
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det(2 .1 一 4) 一 入 十 det4 一 入 十 民 ( 瑟 )， (7 ) 
dah 一 0. 
对 于 ” 阶 KdV 来 说 ,行列 式 本 身 , det4 一 RC(E) 为 E 的 
2n 十 1 次 多 项 式 , 其 最 高 项 系数 为 常数 而 其 余 各 项 的 系数 是 
u(x0)s (zo),。 zc (xzo) 的 多 项 式 函 数 : 
R(E)= ET + oaE”?+ + anEi+ a (8) 
可 以 证 明 , 头 wz 十 1 个 系数 a1，，*，arii 实际 上 仅 用 包含 在 
方程 (2.3) 中 的 常数 c1，*……， cst 来 表示 ; 而 非 平凡 的 积分 
只 是 0; 一 awitis 一 1，.…， 17。 对 于 > 个 自由 度 系 统 
(2.3) 来 说 ,积分 集合 O01s "9 0, 等 价 于 §2 所 给 出 的 积分 
集合 Tos “""s 了 1 (参看 (2.10)). (事实 上 ,这 两 个 集合 还 
相等 .) 对 于 解 p = (qp;，q-_) 的 基底 (1.2') 来 说 , 我 们 从 公 
式 (1.13) 得 到 
Lop— Ep 0, Ap— Ap = 0. (9) 
所 以 ,其 中 值得 注意 的 是 ,在 多 项 式 P(4, E) 二 det(1 :1 一 A) 
中 ， 可 用 算 子 工 代替 E, 而 用 算 子 4 代替 1。 作出 这 种 代 换 
后 ,如果 [L, 41 一 0, 便 得 到 算 子 工 和 4 之 闻 的 关系 式 : 
P(A, L) = A?+ R(L)= 0, (10) 
这 里 RCE) 为 常 系数 的 2 十 1 次 多 项 式 .因为 由 于 (9), 对 所 
有 EE, 算 子 P(4, 工 )p 三 0， 故 从 公式 (9) 得 到 关系 式 (10). 
考虑 到 全 一 0, 我 们 应 用 与 GGKM 方程 类 似 的 周期 性 
方程 (1.15): 
[4, 个 ] = 0. (11) 
让 我 们 提醒 一 下 ， 布 洛 赫本 征 函 数 44(x，E) 曾 定 义 为 平移 
矩阵 的 本 征 向 量 ( 参 看 (1.11)): 
Pp = et， = EDs. 
又 因 和 矩阵 个 与 4 对 易 ( 参 看 (11)), 故 布 治 赫本 征 消 数 jy(x， 


。 123 。 


上 ) 也 同 梓 是 年 阵 4 的 本 征 向 量 : 

人 dz+ 一 prt+. (12) 
现在 让 我 们 回忆 一 下 ,在 基底 (1.2”) 中 , 矩阵 A(E) 是 的 
多 项 式 函 数 , 在 线性 代数 中 ， 已 经 知道 这 样 一 个 简单 事实 : 
如 果 和 矩阵 4 是 参数 下 的 多 项 式 函 数 , 那么 它 的 本 征 向 量 和 本 
征 值 ( 作 为 的 水 数 ) 将 是 E 的 多 值 斑 纯 函数 ， 同 时 这 些 多 值 
泥 数 4(E) 的 黎 曼 曲面 由 下 面 方程 来 确定 : 


0 = P(4, E)=— detl4 1 — A(E)] = 0. (13) 
在 我 们 的 情形 中 , 矩阵 4 是 二 阶 的 且 SP4 一 0， 由 此 我 们 有 
ts:(E)— ps(E)= +VR(E). (14) 


公式 (14) 使 我 们 得 到 一 个 在 诸 点 Eo，………，En 外 分 枝 的 双 
叶 黎 曼 曲 面 ,其 中 这 些 点 满足 方程 : 

R(E;) = detA(E;) 一 0， j= 0,*...", 2n 《15) 
因此 布 洛 赫本 征 函数 p24(x，E) 原来 是 确定 在 双 叶 黎 曼 曲面 
VR(E) 上 的 复 变量 6 的 亚 纯 函 数 ， 其 中 WR(E) 的 支点 
为 零点 Eo， Ei，.….， Es。 下 面 我 们 指出 ， 这 些 支 点 E; 刚好 
是 布 洛 赫 谱 带 的 端点 .实际 上 , 按 (1.11) ,函数 $4(x,) 曾 被 
定义 为 算 子 工 和 个 的 本 征 向 量 , 而 谱 带 曾 同 准 动量 p(E) 的 
实 的 线段 相同 。 按照 $1, 带 的 端点 曾 定义 为 点 Ej;, 在 这 些 
点 上 p7 一 0, zx exp( 土 ip7) = 土 ， 且 矩阵 个 是 约 当 的 ， 
即 在 二 重 简 并 的 本 征 数 中 仅 存 在 一 个 本 征 向 量 。 由 此 可 见 ， 
在 每 一 个 能 量 值 上 ( 实 的 和 复 的 ) 我 们 正好 有 两 个 本 征 函 数 
air, 瑟 )， 但 带 的 端点 Ej 除外 ,在 这 些 点 上 两 个 函数 合并 成 
一 个 。 因 此 ,我 们 可 看 出 , 对 任何 周期 性 势 来 说 , 布 洛 赫本 征 
消 数 bx(x， 巨 ) 实际 上 是 定义 在 黎 曼 曲面 上 ， 并 且 支 点 是 带 
的 端点 。 不 过 ,典型 的 势 有 无 限 多 个 带 ， 从 而 支点 数 也 无 限 
多 。 但 对 我 们 的 情形 ,如 果 势 满足 定 态 方程 (2.3)， 那 么 支点 
数 从 而 带 数 都 是 有 限 的 且 等 于 >， 准许 带 所 处 的 位 置 是 这 样 
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的 : 
(EE,), ( EE,), "9 (E22Bsn_1), (E002 
《图 4)， 为 了 使 gz(x，E) 有 最 少 的 零点 和 极点 ,对 所 有 EE， 
方便 地 将 它 归 一 化 为 下 面 形 式 : 
px, E)=1, r= xo. (16) 
归 一 化 成 这 样 的 本 征 隙 数 我 们 用 yx(x，xo，E) 来 表示 ， 
显然 ,在 实 的 p(E) 中 ( 即 在 准许 带 中 ) 我 们 有 4- 一 $1， 


4. 准许 带 ( 画 细 线条 的 ). 


对 于 光 靖 实 的 势 来 说 ,函数 p(x, xo，E) 的 诸 零点 和 极 
点 都 分 别 位 于 禁 带 或 者 禁 带 的 边界 上 .我 们 将 在 下 一 节 更 详 
细 地 国明 函数 px(*、，xo，E) 在 黎 曼 曲面 上 的 解析 性 质 . 


$ 4 有 限 带 势 的 布 洛 赫 本 征 函 数 在 黎 曼 曲面 上 的 解析 性 质 


我 们 用 字母 来 表示 双 值 函数 VR(E) 的 黎 曼 曲面 ， 这 
面 上 的 点 再 加 上 叶 的 符号 也 即 P 一 (EB, 土 ) 来 描述 的 9。 但 
支 后 Eo， E, "“""y FE,, 除外 ， 因为 在 这 里 (Ej;,+) 和 (五 )-) 代 
表 黎 曼 曲 面 的 同一 点 。“ 忘 记 符 号 ”的 运算 , 即 已 一 (E, 土 ) 
一 EE 可 以 看 成 黎 曼 曲面 了 在 五 平面 上 的 投影 ,也 可 以 看 成 黎 
曼 曲面 上 的 点 取 数值 ( 复 的 ?函数 BE(P)。 因 黎 曼 曲 面 了 是 由 
算 子 工 的 谱 ( 即 由 成 为 支点 的 带 的 端点 E; 之 集合 ) 来 确定 ,所 
以 我 们 也 常常 将 黎 曼 曲面 了 本身 叫做 算 子 工 的 “ 谱 ”. 按 条 件 


“十 ”号 称 上 叶 ,“ 一 ”号 称 下 时 .一 一 译注 
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《3.16) 归 一 化 的 布 洛 赫本 征 函数 ms(xz。xo* EE) 可 以 者 成 是 
黎 曼 曲面 上 的 点 已 一 (E， 土 ) 并 且 与 参数 *、x。 有 关 的 单 值 
函数 二 g(x, xo, P). 

我 们 引 人 和 人 函数 ji 一 djndsy/dx 一 z 一 太 (参看 (1.5.2)). 
按 此 定义 我 们 有 公式 


pir, to FE) = exp fi | XY Kx， X09 E)dx|， (1) 


并 且 X34 与 和 无关。 函数 XX4 同样 是 黎 曼 曲面 工 的 单 值 函数 . 
从 定义 得 出 X2 的 黎 卡 提 方 程 及 准 动量 公式 : 
zX i — Xi FE, 
1 xotT , 
+ p(E) 一 十 (小 Zidx + nn ). (2) 
其 次 我 们 来 改变 一 下 在 第 一 章 $ 5 中 的 表示 : 
Xk 一 X1。Xi 一 太一 Xx。 我 们 得 到 


Ks 一 次 十 这 为 一 本 (inze) (3) 

所 以 ,特别 是 我 们 有 | 
Lp | 
pE) 一 二 | tdx (4) 


(3) 同 (1) 比较 ,得 到 gx 的 表达 式 : 
pi( xs xo3 E) 一 fe) exXp {i | Xedx |. (5) 


Xr(x, E) 
由 此 得 到 : 
Nr(ro»> E 

+b- 一 CE 2 (6) 
冬 积 rrV_ 按 其 本 身 定 义 已 经 是 E 平 面 上 的 单 值 汝 数 ( 让 我 
们 提醒 一 下 , 在 准许 带 中 g; = 二 $5_， 因 此 gg 一 14#41”). 
由 于 归 一 化 .16)， 在 基底 (1.2 ) 中 函数 $4i(x, xo，E) 有 
以 下 形式 : 
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Pix, xos E) = c(x, tos E) + igir(xo, E)s(xs, xos E). (7) 

表明 系数 ax 同 xt(xo, 五) 相等 : 

ad4(xo， E) = xr4(xo, E). (8) 
让 我 们 来 推导 公式 (8)。 当 x = 一 xo 了 时 ,我 们 有 
pi(xo, to, E) = iar(xo, E), 
p(xo, ro, E) = 1. 

所 以 一 i(ln br)ree, = Xi(xo, E) = or(xo, E). 因为 c(x， 
xo, 巨 ) 和 (xx 五) 是 复 变量 互 的 单 值 整 函 数 , 所 以 在 黎 受 曲 
面 了 上 ，4wa(xy xo 五) 的 极点 及 它们 的 重 数 正好 同 X4(x。o， EE) 
的 极点 相同 因而 也 就 仅 决定 于 xo。 

对 于 光 靖 实 的 势 x(x) 来 说 ,从 这 一 事实 连同 公式 〈6) 一 
起 得 出 一 个 重要 推论 : 如 有 布 洛 款 函 数 Pir, xo， 巨 ) 的 极 
点 位 于 工 曲 面 的 点 (E， 十 ) 上 ,那么 在 点 (B, 一 ) 上 就 没有 
极点 (支点 (Ei, 十 ) 一 《Ej, 一 ) 除外 )， 实际 上 ,从 公式 (7) 
得 到 ,yz 的 极点 是 同 4 的 极点 包括 重 数 在 内 丝 相 同 , 因此 
如 果 bz 在 点 (KE, 十) 和 和 (EE, 一) 处 同时 为 m+: 和 xm- 重 极 
所 ,那么 在 复 平面 点 BB 上, 乘积 ;4- 就 将 有 m+ 十 m- 重 极 
氮 , 即 重 数 大 了 .。 但 这 同 公 式 (6) 有 矛盾 ， 因 从 公式 (6) 得 
到 ,乘积 ;4- 和 X4(xo，E) 的 极点 连同 重 数 部 是 一 样 的 . 

稍 后 我 们 就 证 明 ,函数 $4(x，xo，E) 的 全 部 极点 都 是 简 
单 的 但 位 于 点 Pj 一 《YXAx0), 土 (I 一 1 ,1) 之 上 ,同时 这 
些 极点 都 分 别 位 于 每 一 个 有 限 长 度 的 禁 带 或 禁 融 的 边 夫 Ei 
上 . 

下 面 我 们 通过 平移 矩阵 人 (xo, EE) 的 系数 来 引进 Xj(xo， 
FE) 的 公式 ， 因由 于 (8),， 9+ 上 一 < 十 iX4(x0)s 以 及 4 一 
ctitTdb+， 个 一 onc 十 oz，95 一 onc 十 or， 我们 从 人 的 
本 征 向 量 定义 ;再 通过 系数 wm; 便 得 到 

fp = Tet iis) = uc + evs + Ni(onc + os) 
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= CrtT(c + iX42s) 
或 者 
XL(xo, 有 一 说 一 全 十 二 四 二 (9) 

式 中 2ar 一 Sp 人 了 二 ow 十 az， 在 EE 为 实 的 情形 下 ,所 有 ui; 都 
是 实 的 . 在 互 的 准许 带 中 ,我 们 有 吸 三 1， 所 以 量 X; 一 
十 内 ， 其 中 
VI, 

a (10) 


Xxo E)=— nx) = 
2 2 C21 


在 《六 一 EE) 为 实 的 情况 下 我 们 有 oa 一 (a1 十 bk. 

复 变 量 E 的 整 函 数 1 一 咏 (E)、ax(xo，E) 的 解析 性 质 
是 这 样 的 如果 势 是 带 的 , 那么 在 带 的 端点 E。，:…*，E2 
处 , 疯 数 1 一 号 (E) 有 简单 零点 ,而 在 其 余 各 点 Er(7Y > 27， 
怪 一 1) 处 有 双重 零点 ;所 有 这 些 点 都 是 实 的 且 


re 人 人 


E, 这 些 点 同样 也 是 函数 al Kos E) 的 零点 项 数 

Xr = M1 一 吸 /as 
是 双 值 的 ， 并 且 . 当 下 一 co 时 害 和 近 值 为 Xr ~ 土族， 这 从 黎 卡 
提 方程 (2) 得 到 并 在 第 一 章 $ 5 已 经 指出 这 一 结果 。 让 我 们 
再 提醒 一 下 ,正如 本 章 $ 1 所 指出 的 那样 , 当 E 一 co 时 ,函数 
1 一 号 (E) 的 增长 阶 数 为 过 (如 估 计 出 11 一 咀 | 一 ceevE)， 
从 而 1 一 咀 完 全 由 它 自己 的 零点 确定 为 一 个 无 穷 乘积 ; 


1 一 路 (了 一 as JI 人 (一 二 2) (i -于 ) (11) 


Ei Li i 


Xgl xo, E) -一 
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让 我 们 来 研究 由 下 面 等 式 所 定义 的 函数 (EE): 


YH (sz—E) V RCE) 


Xe ( xo， E)=— FE — 7B 《12) 


从 函数 1 一 o&(E) 及 oz 的 解析 性 质 得 到 , 先 求 出 分 母 的 根 
(所 有 零点 E, 是 双重 的 )* ,然后 把 分 母 的 零点 同 分 子 的 相应 
零点 约 掉 .所 以 在 整个 E 平 面 上 函数 人 (E) 是 整 函数 ， 

因 Xj(E) 一 WR(E)， 又 因 当下 -co 时 VR(E)~ 
AM E”+:, XR ~ VE, 政 f(E) ~ 了 上。 

推论 : 帮 E) 是 二 次 多 项 式 (2 为 带 数 ) 


ACE)= [| (E — Yi(xo)). (13) 
二 1 
最 后 ,对 XR 各 Xi 我 们 有 以 下 公式 : 
Xr(x» E) 一 YVR) (14) 


[| CE — riC*)) 
处 二 1 


| [Te 一 eeo)| 
Xi = 了 (lnXg) 一 一 了 一 一 一 一 一 一 . 


证 


[I (CE 一 yx(x)) 


是 一 上 


根据 公式 (6) 得 到 
*) 在 Ri Cj 二 0，-…，2n) 这 些 点 上 ， 个 是 约 当 的 ， cat(xo， 本 ) 寺 0， 在 
BC7>22) 这 些 点 上 ， [~—aR 有 双重 零点 ;但 oz1(xo， EE,.》 有 简单 零点 ， 
故 在 
Xr(xo, E) 一 AT 一 4 aa 
中 > 消去 E， 这 部 分 零点 得 到 书 中 《12) 式 . 
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并 (一 raCx)) 
$b = 
JIE Yk( Xx0)) 
大 二 
方程 Lp 二 Eq 任意 一 对 解 的 朗 斯 基 行 列 式 到 (pi，9p2) 
一 gi 一 pi9: 与 + 无关。 在 准许 带 中 我 们 从 公式 (8) 得 到 
_VR(E) 
TI 一 ra(xo)) 
大 
到 (cy 5) 一 一 到 (ch) 一 一 1 (16) 
公式 (16) 把 量 Xx(x*, E) 对 所 有 五 的 解析 延 拓 定义 为 互 的 
复 解 析 函 数 。 此 定义 也 适用 于 复 势 u(x)， 这 里 对 Xi 一 
一 上 jd) 来 说 , 考 咸 到 | (3), 我 们 得 到 


Xa(xo， 五 ) 一 二 9-) 十 (上 ). (17) 


(15) 


到 (b+， p_) 一 2iXr(xo, E) 一 21 


xz 这 样 的 量 满足 黎 卡 提 方 程 (2). 

大 家 知道 ,对 光 靖 实 周 期 性 势 u(x) 来 说 ,函数 wa(x，xo， 
E) 在 每 一 个 有 限 长 度 的 禁 带 上 应 有 一 个 零点 。 由 此 可 见 , 在 
每 一 个 禁 带 上 平均 只 能 有 一 个 零点 YkCxz) 和 一 个 极点 YA《xo0). 
这 是 因为 根据 公式 (15), 我 们 正好 有 # 个 零点 yt(Cxz) 和 个 
带 。 更 确切 地 说 ,正如 上 面 曾 指出 的 那样 ,极点 rx(x,) 仅 可 
放 在 黎 受 曲面 工 的 一 个 时 上 ,或 者 在 点 Pp. 一 (7 十 ) 上 ， 或 
者 在 点 P- 一 (7k, 一 ) 上 ,如 果 这 些 点 都 不 同 的 话 ( 即 除 支 点 
以 外 )。 如 果 Yr(x0o) 一 EB; 即 同 支 点 (Ej, 十 ) 一 (Ej;, 一 ) 相 
重合 , 那么 在 黎 曼 曲面 TT 上 , 乘积 +4- 就 有 双重 极点 (要 注 
意 到 , 当 二 Ej; 时 ，g; 一 ). 在 这 种 点 附近 的 局 部 坐 
标 是 用 根 的 变换 才 同 E 平 面 坐 标 联系 起 来 ， 所 以 在 平面 上 
没有 极点 的 二 重 性 。 
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这 样 以 来 ,我 们 得 到 以 下 结论 (wx(*) 是 光滑 实 的 周期 性 
势 ): 

1. 布 洛 赫 函 数 dx， Xos E) 在 黎 曼 曲面 了 上 是 亚 纯 的 ， 
并 且 当 已 一 co 时 有 渐 近 值 bs ~ exp{ 士 WE (x 一 0)}. 

2. 函数 V4 正好 有 个 零点 rr(x) 和 ?个 极点 Yi(xo), 它 
们 单独 地 在 每 一 个 禁 带 或 者 禁 带 的 边界 上 . 

3. 在 曲面 上 ,零点 和 极点 〈7;， 土 ) 全 都 是 简单 的 ; 零 
点 或 极点 仅 可 位 于 两 点 (yt， 十 )、(y4; 一 ) 其 中 之 一 上 . 

4. $4(*+， xo， EE) 的 零点 仅仅 是 + 的 函数 ; 曲面 这 些 
太 Pi 一 《Yi(x), 土 ) 对 * 的 依赖 关系 恰好 同 极 点 Qk 二 
(Yr(xo)， 土 ) 对 zx 的 依赖 关系 一 样 : 当 x 二 x6 时 Pi(x) 一 
04(xz)， 这 是 因为 pz(xos xo E) 三 1, 

5. 在 曲面 上 , 按 公式 (14), 函数 


Xx 一 > (ip_ — Wg) 
通过 零点 集合 来 表示 。 把 公式 (14) 辐 黎 卡 提 方 程 及 当 EE 一 
oo0( 尼 二 忆 ) 时 下 面 的 渐 近 展开 (参看 (1.5.3)) 


i 一 Kani Cx)(—1)"* 
C(x, %) + 十 访 , Ci 


X2o+2C%)《 一 工 )7 (—1)” 
十 Pe Cry (18) 


进行 比较 ， 由 此 我 们 得 到 通过 零点 集合 Yi(x) 来 表示 系数 
Xs Cx) 的 表达 式 ,第 一 章 §5 曾 用 过 J U's "“*?* 计算 出 这 里 
的 Xx， 特别 得 到 


1 2 
u(x) 一 一 2 D7) + DE,, 

太一 1 了 一 0 (19) 
工 (3o2 — w") 一 ri 一 二 > EEi+ = (> 1) . 
8 RA<l 2 < 8 7 
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$5. 若干 应 用 
l. 下 面 我 们 将 引进 pr(x, Xo E) 的 零点 ,极点 关于 x 的 
方程 。 考 虑 量 


VROE)— EI 一 ro 


XL( xo E) > (1) 


I (EC— Yr(x0)) 
二 1 


式 中 Xz 的 极点 放置 在 两 点 《74(*o)， 十 )、(7Yk(xo), 一 ) 其 
中 之 一 上 《也 只 能 在 一 个 上 )， 其 中 这 两 点 是 在 五 平面 中 点 
ri(xo) 上 面 的 黎 曼 曲面 上. 现在 假设 极点 处 于 点 Qk 一 
Cet(zo)， 十 ) 上 。 在 点 《Yk, 一 ) 处 没有 极点 的 条 件 等 价 于 当 
E 一 YA) 时 公式 (1) 的 分 子 等 于 零 ， 因 这 时 分 母 等 于 零 
所 以 : 


V RCRJ| eeo 一 二 EE 一 ro)le=nem。 (2) 


方程 (2) 可 以 解 出 zx。 我 们 作 代 换 x。- 一 +x 之 后 得 到 
rh = +2iV RO) IT (Cn 一 > (3) 
i 站 肯 . 
同时 ,根据 (4.19), 势 有 下 面 形式 : 
u(x) | 一 227ACX) 十 2 Ej. 
: 例 1. 令 一 1。 于 是 我 们 有 一 个 方程 : 
z 7’— +2iV R(YD) 
附 有 (4) 
u(x) = —27,(x) 十 之 E,. 


我 们 又 一 次 得 到 单 值 的 拉 梅 势 . 
例 2. 令 > 一 2。 在 这 种 情形 下 ,我 们 有 两 个 方程 : 
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7 = 2 V ROY) (7: 一 72):， 


一 一 一 一 一 


CT) adY, 24dxr 
VERGT VRED mm 

这 时 总 是 7, 一 二 0， 这 因为 7, 和 7,; 是 在 E 的 不 同 禁 市 
中 ,而 这 些 禁 带 又 都 被 准许 带 分 开 : 

FE 人 TEE,< E77 E, 

E, < FE,E, < EE. 
显然 ,方程 (5) 可 以 积分 ,积分 后 便 得 到 势 x(x) 一 一 2(7, 十 
72) 十 2E;。 我 们 引入 两 个 实 的 周期 性 晃 数 F(tr) 和 F(T)， 
对 这 两 个 函数 相应 有 : 


(6) 


Fi dy 
T= 一 一 一 一 F,= F(t), 
A , 
一 | 天空 一 9 F, 一 下:(CT)。 
VO— R(Y) 
EF FE,, 
(8) 
FE, 寺 F, 志 EE,, 
”这 是 因为 多 项 式 RC(E) 的 图 形 为 如 图 (5) 所 示 的 形式 . 
从 方程 (5) 我 们 得 到 
u(t(x)) 一 一 2(F,( 一 rz) + Fs(T 十 ro)) 十 2 E;, 
+ Cr 7 dr (9) 


-- 般 来 说 ,如 果 带 的 边缘 E; 的 集合 任意 给 定 ， 那么 这 些 公式 
便 给 出 双 带 准 周 期 性 势 。 公式 (7), (9) 连同 所 定义 的 超 楷 
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圆 函 数 F,、F, 一 起 单 值 地 确定 出 初始 点 t。，* 的 选取 . 顺 
便 指 出 ,在 复 区 域内 ,两 个 函数 忆 和 F: 实质 是 一 个 函数 。 利 
用 公式 〈4.19)， 容 易 直 接 验 证 方程 (45) 同 x = 2 时 的 定 态 高 
阶 Kdy 方程 相同 ,其 中 >: 和 7; 为 (2.22) 式 中 两 个 积分 的 能 


RCE) 


0 了 E> Es Ea E 


RCE) = 1 (EB — E,) 
图 3。 多 项 式 R(B) 的 图 形 。. 


级 曲面 六 的 坐标 。 所 以 势 x(x) 本 身 满足 > 一 2 的 方程 (2.3)。 
对 于 方程 (3) 所 有 >” 之 2 情形 的 完全 积分 以 及 势 u(x) 的 方 
便 的 解析 形式 稍 后 将 在 本 章 $9 中 得 到 ， 


qi (2 p 
| 


0 P 
6. 黎 紧 曲面 中 的 闭 链 a;“ 乃 ”在 禁 带 上 . 


一 般 来 说 ,方程 (5) 的 解 是 带 有 两 个 有 理 -独立 周期 T,、 
7, 的 准 周期 性 函数 , 这 两 个 周期 完全 是 由 黎 曼 曲面 了 确定 的 
(参看 $ 9)。 从 几何 学 上 ,方程 (5) 可 以 想像 成 这 样 : 位 于 禁 
带 上 面 的 黎 受 曲面 中 的 点 构成 闭 链 ca (在 这 里 ”一 2) 
(图 6); 而 遂 数 oz(x， Xos E) 的 零点 Pi, Pp, 正如 图 中 所 示 的 
那样 ,分 别 位 于 闭 链 a1、 a; 上 , 但 零点 本 身 的 位 置 却 随 * 的 变 
化 而 变化 。 从 拓扑 学 角度 上 看 , 闭 链 a1、as 是 个 圆周 , 而 “ 相 
点 ” (Pu 已 ) 二 (71, 十 ,ya 土 ) 都 位 于 二 维 环 面 上 。 于 是 方 


*) 有 To 一 玖 一 const，47To 十 了 一 const， 一 一 译注 
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福 (5) 便 描 述 了 - 相 点 >” (Pi P,) 沿 此 环 面 的 动力 学 . 

用 类 似 方 法 ,更 为 普遍 的 方程 (3) 便 挤 述 相反 (Pt，………， 
P,) 一 (7:， 士 7， 土 ,'…，7o， 士 ) 沿 ?# 维 坏 面 的 运动 ,这 
里 的 每 一 点 P; 一 《7;, 土 》 相 应 位 于 号 码 为 7 的 禁 融 上面 的 
曲面 全 中 的 闭 链 a; 上 . 

在 这 种 环 面 上 , 稍 后 (参看 $8) 将 指出 一 种 变量 代 换 , 这 
种 代 换 能 引进 这 样 一 种 " 角 ” 坐 标 px, 使 得 wx 一 const。 为 此 
目的 ,势必 得 引 和 一 系列 黎 受 曲面 理论 的 有 关 事 实 ( 参 看 $ 6， 
》7)。 

If. 下 面 我 们 指出 ,把 我 们 的 语言 同 通 常 的 算 子 谱 理 论 的 
语言 一 下 对比. 把 参数 LL 解释 为 算 子 L 一 
一 20/dx’ 十 n《 在 “ 逆 问 题 ” 理 论 中 ， 它 是 一 种 惯用 算 子 ) 的 
Sturm-Liouville 型 谱 问 题 的 附加 谱 。 当 EE = 7x 处 于 曲面 T 
的 其 中 一 个 叶 上 时 ,本 征明 数 %x(xz，xo， 五) 等 于 零 。 假 没 这 
个 时 的 符号 为 加 号 。 于 是 $i(x, xos Yr(x)) 一 0。 此 外 ,党 
x 一 十 oo 时 ，9%+ 一 0《 如 果 零 点 在 ` 减 号 的 时 上 ， 那 么 
多 _(z，xoy 7YkCx)) 一 0 及 当 x 一 一 oo 时， 一 0)。 让 我 
们 来 研究 $i《x 十 TY xzo 7Yk(z))》 以 及 算 子 志 e 一 一 /ar 十 
u(T 十 +)。 我们 有 

Librilr +t Ts ros TRECX)) = YXIPI (x + Tt, x0 THA(X)), 
其 中 

J 二 0 当 T 一 0 时 ; 4 一 0 当 了 一 十 co 时 ， 因 而， 
函数 (x 十 T，xo，7Yk(%*)) 成 为 算 子 上: 的 分 立 谱 的 本 征 函 
数 , 相 应 此 函数 的 能 级 5 一 7i(x) (在 这 里 * 是 参数 ) 是 在 半 
直线 + 宇 0 上 , 且 7 一 0 时 边界 值 为 零 . 这 就 给 出 了 点 PR 一 
(7i 十) 的 谱 解 释 。 倘若 等 点 在 曲面 T 的 感 Px 一 (74, 一) 上 ， 
那么 类 似 的 算 子 LL， 就 在 半 直 线 工 志 0 上 存在 分 立 的 反 谱 ， 
这 是 因为 当 z 一 一 co 时 ,4-(z 十 T,Xxos 74i(*)) 一 0。 根据 
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公式 (4.19)， 势 n(x) 和 原始 的 布 洛 赫 谱 (这 种 谱 给 出 至 曼 曲 
面 rT) 一 起 单 值 地 被 遂 数 Dr (x, X09 E) 的 零点 集合 所 确定 . 
不 过 这 里 所 指出 的 零点 《Yr《x), 土 ) 的 谱 解 释 并 不 是 唯一 的 ， 
例如 在 同样 这 些 条 件 下 ,前 数 gz(x 十 t,xo， Yi(%*)) 在 所 有 
tT 一 nT (其 中 工 是 势 的 周期 ) 情形 下 ， 都 等 于 零 ， 这 是 因为 
gz 十 十 T) 一 cbiz 二 7T)， 和 而 当 T 一 0 时 g(x 十 
zxo Yi(X)) 一 0。 所 以 在 线段 (0, 7) 上 ， 算 子 工 : 的 能 级 
E 一 Yi(x) 成 为 边界 条 件 为 零 的 Sturm-Liouville 问题 的 点 谱 。 
不 过 这 种 解释 没有 指出 曲面 的 有 关上 (十 )、 下 (一 ) 时 (这 
里 有 函数 ba(z，z， E) 的 零点 ) 之 任何 情报 . z 

HI. 我 们 在 周期 男 定 情况 下 ， 引 入 准 动量 p(E)》 关 于 和 势 
u(x) 的 变 分 导数 公式 ,由 此 我 们 将 建立 这 样 一 个 事实 : 任何 
一 个 有 限 带 势 满足 方程 (2.3)《〈 定 态 高 阶 KdV ) 其 中 的 一 个 。 

根据 (4.2),《4.4), 对 于 准 动 量 我 们 有 


x*otT x0+T 
本 
7X0 Xo 


由 于 黎 卡 提 方程 (4.2)， 准 动量 p(E) 实际 上 仅 依赖 于 wx 一 
E。 下面 我 们 将 推出 变 分 导数 公式 : 


Op 一 11 
u(x) 2XR ) 


然后 再 指出 另 一 个 公式 ， 因 p == zx 一 E}, 那么 从 (11) 我 
们 得 到 
Bp 一 上 人 adr 二 | 总 下 一) 7 dr. (12) 
“OFE Txo 2XR Tyxo VR(CE) 
我 们 研究 苹 定 户 算 子 Li 一 一 2/4 妇 十 w(x)。 令 和 
是 方程 L;y; 一 Ey; 的 解 ， 其 中 i 一 1,， 2。 对 朗 斯 基 行 列 式 
W (ys y2) = 一 y1y2 一 y1y; 我 们 有 
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dH’ 
一 一 (zf 一 U2) y1y2. (C1413) 
dx 


我 们 把 两 个 势 x,, 2 都 算 作 周期 为 工 的 周期 性 势 . 我 们 在 准 
许 带 中 来 研究 L: 这 两 个 算 子 的 布 洛 赫 国 数 Pix, xo9) ,并 
假定 
: yi = ,y= po. 
我 们 对 恒等式 (13) 从 x。 到 xo + 了 作 积分 得 到 
Weveotr — Wess — | (us — tn) bp Pdr, 


在 基底 (1.2”) 中 ,对 这 两 个 势 u(x) 来 说 , 因 按 (4.8), J 个 一 
C 十 1x0) 5"), 于 是 我 们 再 从 pi(x, os E) 的 定义 求 出 : 
ie — 1) (R(x,) 一 Rex0)) 
加 | 《zi 一 uD) PE PN ax. (14) 
在 准许 带 中 我 们 有 2， 一 一.， 
现在 假设 ti 一 1 一 u(x) 很 小 ,我 们 在 等 式 (14) 中 仅 
保留 线性 项 ,从 而 得 到 
一 (8p)T(X + XX) 一 [EA (15) 


义 因 
po : 一 Xe(xo» E) 

区 十 万 axa zo) [p+| Xr(x, E) 
故 按 公式 《15) 我 们 求 出 

1 


5p>—=— 
可 


rolT Bu(x)dx 
ro 2Xr(x, E) 
从 而 推出 公式 (11) 和 (12). 

对 有 限 带 势 来 说 , 我们 已 经 知道 Kk 的 形式 (参看 
(4.14))。 现在 当 E 一 co 时 , 把 等 式 (11) 两 边 按 1/W 五 
展开 ,我 们 得 到 (Kk? 一 EE): 
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$0 


(16) 
式 中 21,-; 一 二] ” Xoradz 为 Kruskal 多 项 式 积分 并 且 是 高 
阶 KdV 的 险 密 顿 量 。 等 式 (16) 的 右边 有 下 面 形式 : 
-_ 1 印 十 包 十 .…. 
人 + 守 十 训 十 )， 
其 中 i 之 1 的 所 有 5 都 是 用 ri。…，y。 的 个 基本 对 称 函 
数 集合 线性 地 ( 带 有 常 系数 ) 表 示 出 来 。 由 此 得 到 下 面 形式 的 


bnti 十 > Ch+iba-t = 0， (17) 
和 二 0 
式 中 oc， Cott 是 常数 ,6 一 1。 但 是 ,从 等 式 (16) 得 到 
ba 一 +2 0 . (18) 


比较 关系 式 (17) 和 (18)， 我 们 得 到 绪论: 任何 一 个 >” 带 局 
期 性 势 满足 下 面 的 定 态 高 阶 KdV 方程 (2.3) 的 其 中 之 一 : 


Ol, 一 7。 | oo | 
~ C1 - -下 Cn = 0 19 
u(x) "Bu(x) Ou lx) 1 » (19) 


式 中 cx 一 + etsT = 十]udr. 


十 .…. 十 cv 


IV. 下 面 让 我 们 借助 于 KdV 和 高 阶 KdV 来 引信 布 洛 赫 
本 征 下 数 的 零点 和 极点 的 时 间 动 力学 方程 . 

考虑 任何 一 个 高 阶 KdV (2.1) 及 其 Lax 表象 《2.2)。 让 
我 们 回忆 一 下 ， 算 子 工 的 本 征 函 数 的 基底 (1.2') 或 (1.2")， 
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它们 的 方程 (1.13) 为 
由 一 一 4 十 409， 
式 中 的 矩阵 4 在 (1.16) 中 已 指出 ,我 们 来 推导 一 般 公式 
Xe = (4Xg)'， (20) 
在 基底 (1.2”) 中 , 式 中 1 一 4; 而 在 基底 (1.2 ) 中 ,在 《为 


实 的 情况 下 (如 一 下), 1 一 元 (2 十 py)。 我 们 再 回忆 一 下 ， 
在 基底 (1.2”) 中 4 二 (%); 而 在 基底 (1.2) 中 ,在 《为 实 的 


情况 下 按 (1.13) 4 -( “ ) 我 们 指出 ,公式 (19) 乃 是 
KdV 和 高 阶 Kdv 守恒 律 的 有 益 精 确 化 ,因为 根据 第 一 章 $ 5， 


我 们 已 经 有 
2 (fn) 


以 及 在 E -> oo 情况 下 从 量 二 jzaar 按 1/W 五 的 渐 近 展开 
式 中 曾 得 到 过 多 项 式 守 恒 律 7。 顺便 提醒 一 下 ,根据 (4.4) 
量 二 | Xedz 正好 是 准 动量 p(E) 十 mx/T， 为 了 推导 公式 


(20), 我 们 利用 平移 矩阵 个 关于 参数 x。 的 方程 (1.20)。 在 基 
底 《1.2) 中 ,从 方程 (3.3), (1.20) 得 出 一 般 人 恒等式: 


2 一 一 -2 (| 一 一 -4 1 ， 
dxo 尺 Xo 
(21) 
2 d a 十 pr d 
R 先 ( a ) 一 一 去 中 


现在 我 们 利用 乍 阵 个 的 按 任何 一 个 高 阶 KdV 动力 学 的 
GGKM 方程 周期 性 类 似 物 (1.15)， 以 及 利用 《4.10》 所 指出 
的 量 Xx 的 表达 式 〈 它 是 通过 平移 矩阵 人 (x。, EE) 的 系数 来 表 
示 的 )， 现 在 我 们 在 基底 (1.2') 中 进行 计算 。 因 
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= V1 — a it, 

其 中 由 于 任何 一 个 高 阶 KdV,éar 一 0, 因 此 我 们 只 需 计算 d 
或 者 在 基底 (1.2”) 中 只 需 计 算 (za 一 妃 )/《*。 将 (1.15) 的 时 
间 导 数 表 达 式 代入 **， 并 利用 (21), 再 将 xo 用 x 代替 后 我 们 
重 得 到 所 要 求 的 公式 〈20) 。 

现在 我 们 将 对 有 限 带 势 u(x) 的 动力 学 来 应 用 一 般 公式 
(20); 根据 (4.12), 量 Xk 有 这 样 的 形式 ; 

一 VR(E) Pa'(x, E), 

式 中 


= [| (EC— 7(x)). 
«=1 


从 公式 (20) 我 们 得 到 (对 所 有 E): 
P, 一 1P — 1P;, (22) 

现在 令 EF = 7Y:。 于 是 P 二 0。 从 此 式 得 到 z 

(Br)gsry 一 (2Pn)zcrty R=1,2,...,n. (23) 
对 于 量 (Po)z=- 我 们 先前 已 经 得 到 了 公式 (2)， 由 此 连同 
(22) 一 起 我 们 有 

(B,) Ey, 一 GaP Neri ™— — 214 V R(TE) ， (24) 
式 中 RE) 一 前 CE 一 E), 而 在 基底 (2) 中 。 1 一 
也 同方 程 (3) 一 样 ， 我 们 可 以 用 相对 量 7 来 解 方程 (2)、 最 
后 得 到 : 


Fr = 2101)sc VR TE Cri mr) (25) 


7 二 大 


*) 在 基底 (1.2'7 中 ,从 (1.157 求 出 以 下 时 间 表达 式 : 
dr 二 2ZCHIBR 一 上 RD br=2Chbr 一 GPR)， 
故 得 di 十 21 == 一 248R (a1 十 51) 十 2br (hj 十 421)， 将 此 式 代 入 到 Xa 
中 . 译注 
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特别 ， 对 矩阵 4、 由 于 通常 KdV 动力 学 我 们 有 公式 (1.19)， 
其 中 


1 一 和 一 天 (十 J) = 2 + 2E). (26) 


如 果 带 数 #2 一 1， 那么 从 公式 (25) 出 发 ,利用 通常 的 方法 我 
们 又 重新 得 到 Korteweg-deVries 的 极 浅 水 波 w(x — ci). 第 
一 个 非 平凡 情形 是 ”一 2， 对 ”一 2， 方 程 (25) 有 下 面 形 
式 : : 
71 _ 8(7,— 3E;/2) 
V— ROY) Tr 
72 __ 8(7; — SE;/2) 
V— RY;) nn 


我 们 来 研究 ZE; = 0 的 势 。 我 们 按 下 面 公式 引进 参量 w: 


(27) 


dW 一 37 dz 。 (28) 
7 7, 
于 是 方程 (27) 有 下 面 形式 : 
yidy 一 yad -1 (29) 


MV— R(7) V— R(7,) 
方程 (29) 的 积分 是 明显 的 ， 我 们 这 里 略 去 这 种 计算 ,只 引入 
u(x，t)，(9) 形式 的 动力 学 结果 : 

u(x 1) = —2{[F.(—r(x— xo(z) ) 


+ F(Tolt) + T(x 一 xo)7]， (30) 
式 中 ZE; 一 0, 
对 参数 to(t)、 xolz) 我 们 得 到 
tof) = 4t, to = 4F,(T0(7)). (31) 


公式 (30) 完全 描述 双 带 势 按 KdV 的 时 间 动 力学 ， 
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$ 6. 黎 曼 曲面 理论 知识 ， 黎 曼 曲面 上 的 闭 链 


正如 大 家 从 复 变 函数 理论 所 知道 的 那样 ， 在 独立 变量 五 
的 复 平 面 上 , 黎 曼 曲面 被 定义 为 多 值 函数 的 图 形 . 从 瑟 平 面 去 
榨 一 定数 量 的 起 名 为 " 鹤 口 ”的 线段 〈 直 线 或 者 曲线 ， 也 可 能 
是 一 个 端点 为 co 的 半 射 线 ) 以 后 ， 通 浓 得 到 这 样 的 五 平面 区 
域 ， 在 这 种 区 域 上 面 多 值 函数 的 图 形 分 成 若 于 块 ， 而 这 些 块 
彼此 以 连续 的 途径 卫 开 .每 一 个 这 样 的 块 都 是 单 值 消 数 的 图 
形 , 从 而 单 值 函 数 便 构成 多 值 消 数 的 "分 村 ”之 一 。 就 我 们 的 
目的 来 说 , 这 种 数学 分 析 的 标准 语言 是 不 方便 的 ， 因此 我 们 
按 以 下 所 述 的 形式 来 引进 黎 曼 曲面 了 : 假设 已 知 两 个 复 变 量 
y 和 五 的 复 解析 因数 F(y, E); 黎 曼 曲面 了 ( 复 曲 线 ”) 指 定 
为 下 面 方程 解 的 集合 : 
Fl(y, E) 一 0， (1) 
方程 (1) 确定 一 个 多 值 函 数 y 一 y(E)， 亿 而 曲面 T 便 成 为 
这 种 多 值 函 数 的 黎 曼 曲面 . 直观 上 可 以 这 样 来 想像 ， 从 曲 
面 荆 中 利用 它 在 E 和 >》 平 面 的 投影 得 到 多 值 溪 数 y(E)。 如 
果 PP 是 曲面 T 的 已 知 谷 标 为 yp、E。 的 某 一 点 ， 则 根据 定义 
yo 一 y(Eo)。 但 曲面 在 EE 平面 上 的 投影 可 以 不 是 相互 单 值 
的 ;因为 可 以 有 好 几 个 具有 共同 坐标 E。 的 点 Pi = (yj;， Eo). 
于 是 所 有 入 缘 为 多 值 函数 y(Eo) 一 {yi} 的 数值 。 这 也 正 是 
疯 数 y(E) 多 值 性 的 起 源 . 
相应 (1) 的 曲面 了 的 点 已 一 {y%，E。}， 如 果 下 面 的 复 梯 
度 不 等 于 零 , 即 
OF OF 
ai (8 G5), 
则 称 这 种 点 为 韭 奇异 的 . 
下 面 我 们 来 考虑 两 种 情形 ， 


s 十 2 


< 0， (2) 


1. 如 果 忆 2 09， 那么 在 点 E。 附近 可 以 确定 y(E) 的 


这 样 _ 个 单 竹 梳 。 使 得 y(E,。) 一 yp， 在 这 种 情形 下 ,在 (yo， 
Eo) 附近 的 曲面 的 诸 点 有 下 面 形式 : 
T= (y(E), E). (3) 
这 就 是 说 , 在 靠近 E, 的 不 大 区 域 中 , 参数 EE 是 曲面 T 上 的 局 
部 坐标 


2. 如 果 oe 去 0， 则 在 点 % 附近 可 以 确定 反 函 数 ECy) 


的 这 样 一 个 单 值 分 枝 , 使 得 E(y,) 一 Eo。， 在 这 种 情况 下 ， 在 
(yo，E。) 附 近 的 曲面 的 诸 点 有 下 面 形式 
T= (y, E(y)). (4) 
这 就 是 说 ,在 第 二 种 情形 中 参数 y 是 点 (y,，E。) 一 已 附近 的 
局 部 坐标 . 而 在 6F/6y 0 和 6F/6E 尖 0 的 诸 点 附近 ， 
局 部 坐标 即 可 以 是 y， 也 可 以 是 已 ， 故 可 作 代 换 : y 二 > 忆 
黎 受 曲面 工 的 奇 氮 由 条 件 VeF 一 0 来 确定 . 
在 (y,E) 平面 上 ,由 曲面 工 所 确定 的 多 值 函数 y( 已 ) 的 
支点 由 下 面条 件 求 出 : 
OF/Oy = 0. (5) 


和 曲面 了 方程 一 起 ,在 (y, E) 空间 中 ,支点 的 两 个 条 件 (1)、 
(5) 给 出 曲面 的 分 立 所 的 集合 Po, 已 ， “” "> Pn. 这 些 点 在 五 
平面 上 的 投影 Eos 了 Es ***) En 给 出 项 数 y(E) 的 支点 ， 
由 于 支点 集合 的 分 立 性 ， 这 种 集合 没有 把 曲面 了 和 EE 平面 分 
成 若干 部 分 . 在 EE 平面 的 其 余部 分 上 ， 诸 叶 ( 函 数 y(E) 之 
值 ) 随 E 的 变化 而 连续 变形 ,虽然 绕 闭 合 避 路 一 周 后 庄 叶 可 以 
改变 位 置 ,但 彼此 并 不 重 又 . 

代数 黎 曼 曲面 的 理论 有 极其 丰富 的 内容。 我 们 将 认 
为 ,函数 F(y, 5)( 它 是 借助 于 方程 (1) 确定 曲面 了 的 函数 ) 
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是 两 个 变量 7 和 的 党 次 为 2 的 多 项 式 : 
Fl(y, E) = Dasy'Ei—)0 (6) 

其 中 i 宇 0, 7 之 0,i 十 ij 忒 mm，, 这 也 是 一 般 的 代数 黎 曼 曲面 
Tr。 它 的 方程 可 以 写成 下 面 形式 : - 

y” + a(E)y” ++Tan(E)=F=0, (7) 
式 中 所 有 a(E) 是 有 理 画 数 《EB 的 多 项 式 之 比 )。 在 这 种 情 
形 中 , 函数 yY(E) 有 和 个 值 : 但 支点 8F/68y 一 0 除外 , 在 文 
点 处 多 项 式 F 的 根 是 多 重 的 . 

最 简单 一 类 黎 曼 曲面 (在 KdV 方程 理论 以 及 具有 有 限 带 
周期 性 势 的 薛 定 谓 方 程 理论 中 我 们 将 需要 这 种 曲面 ) ,就 是 所 
谓 超 椭圆 黎 受 曲面 了 , 它 由 下 面 方 程 给 出 : 

Fl(y,E)=y + R(E)= 0, (8) 
式 中 R(E) 是 系数 为 常数 的 E 的 多 项 式 (在 KdV 和 薛 定 廖 方 
程 理 论 中 ,重要 的 情形 是 R(E ) 为 奇 次 多 项 式 ). 

如 果 多 项 式 R(E) 的 第 次 等 于 1 或 2， 那 么 这 样 的 曲面 
称 为 有理 的 ”或 亏 格 (genus) 为 0 的 曲面 (球面 拓扑 ). 

如 果 多 项 式 R(E ) 的 窜 次 等 于 3 或 4， 那么 这 种 曲面 T 
称 为 椭圆 的 或 称 亏 格 为 1 的 黎 曼 曲面 ( 环 面 拓 扑 ).， 我 们 将 研 
究 非 奇异 的 黎 曼 曲 面 T， 对 这 种 曲面 处 处 VF 关 0， 其 中 
F = 0, 

对 超 椭圆 曲面 (8) 来 说 , 非 奇 异 条 件 表示 如 下 : 

F=y+ R(E), VF = (2y, R'(E)) 0. (9) 

1. 如 果 y 关 0， 那么 YF 关 0， 因 而 在 曲面 了 的 这 些 点 
P 一 (yo， EE) 附近 的 局 部 坐标 为 EE， 

2. 如 果 y 一 0, 那么 由 于 (9), 曲面 了 的 诸 点 P = (0, EE,) 
的 非 奇 异性 等 价 于 下 面 这 对 方程 的 不 可 解 性 : 

R(E;))=0, RICEi) 天 0 (10) 
或 等 价 于 多 项 式 R(E) 没有 重 根 . 如果 y = 0， 于 是 曲面 并 
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在 这 种 点 (0, E;) 附近 的 局 部 坐标 为 y 且 R(E;) 一 0。 这 些 
点 是 函数 y = V 一 R(E) 的 支点 ， 同 时 曲面 工 刚好 有 两 个 


图 7. 曲面 : a) 亏 格 gg 二 1， y= 二 下 (CE 一 E02); 


4 


b) 亏 格 g==2, y= 二 和 (8 一 E。). 


人 一 小 


如 果 R(E) 是 六 十 1 次 多 项 式 , 那 么 为 了 方便 , 则 假设 多 
项 式 R(E) 的 全 部 根 BE; 萌 为 实 的 且 相 异 ( 非 奇 异 曲 面 万): 
E, 过 E<:…: < E,, (11) 
下 面 我 们 来 研究 这 种 曲面 了 的 拓扑 性 质 . 我 们 把 线段 
( EoE,), (EE,), “0? 从 瑟 平 面 去 掉 ， 考虑 下 面 两 种 情形 (图 
7 和 8). 
z 情形 1， 多 项 式 的 罕 次 mr 十 1 为 奇数 。 我们 从 平面 去 
椒 线 段 (五 已 )， “” ”9 (Em Em-1), (E00) (也 可 以 说 ,我 们 
作出 一 些 截 口 )，。 曲 面 T 的 其 余部 分 分 成 两 块 D, 和 D,, 这 两 
岂 的 边界 ( 截 口 的 “ 边 岸 ”) 相 同 . 把 这 两 块 顺 着 被 控 去 线段 的 
边缘 粘 合 起 来 之 后 ， 便 得 到 亏 格 g 一 m/2 的 曲面 ( 带 有 & 个 
“ 环 柄 ”的 球面 )， 严 格 说 来 ,从 这 种 曲面 挖 去 了 一 点 一 一 无 穷 
远 点 , 因 到 现在 为 止 , 我 们 仍 在 五 平面 的 有 限 部 分 上 研究 黎 紧 
曲面 T。 | 
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情形 2. 多 项 式 R(E) 的 融 次 m 十 1 为 偶数 .。 我 们 去 掉 
线段 (EE,)，*，(E%Ewmr); co 不 是 支点 。 其 余 的 一 切 完 
全 类 似 于 图 8 所 示 的 g 一 1, 2(g 二 m/2) 的 情形 . 

如 同情 形 (1 ) 一 样 ,co 点 从 TT 中 去 掉 , 但 扩充 E 平 面 的 这 
种 点 已 经 不 是 支点 。 实 际 上 ,每 一 个 叶 D,, D, 都 有 自己 的 无 


图 8. 曲面 : 4) 污 格 g& 一 1， y* = | (£ 一 Eo); 


5) 亏 格 & 一 2 y? = TT CE 一 E。). 


穷 远 点 co 和 coz， 把 这 种 点 从 了 中 去 掉 ， 我 们 暂且 在 五 平面 
的 有 限 部 分 上 来 研究 黎 曼 曲面 . 

在 具有 无 限 带 的 周期 性 势 的 一 维 薛 定 刘 方程 理论 中 ， 如 
果 g(E) 的 所 有 零点 都 是 简单 的 ， 那么 在 非 代数 黎 曼 曲面 
(其 中 yy 一 g(E) (参看 本 章 $ 1, $ 3)) 上 的 布 洛 赫 函 数 是 亚 
纯 的 . 在 图 9 中 , 从 拓扑 学 的 角度 画 出 这 种 黎 曼 曲面 . 可 以 
看 出 , 对 于 具有 无 限 个 简单 零点 的 超越 函数 g(E) 一 1 一 
来 说 , 在 这 种 曲面 上 的 无 穷 远 点 co 已 经 是 闭 链 a; 的 聚 点 ; 这 
些 闭 链 的 尺度 随 j 一 co 而 逐渐 缩小 (这 些 闭 链 是 从 五 平面 上 
的 禁 带 中 得 到 的 .》) z 

代数 黎 曼 曲面 (6) 具有 “无 穷 远 点 ”， 把 这 些 无 穷 远 点 连 


es 46。 


一 - . 四 一 . 一 i 


图 3. 无 限 亏 格 之 曲面 y* 一 人 g(E) ， 其 中 8CE) 是 超越 
浮 数 . 禁 带 的 矿 度 随 ”~ece 而 逐渐 缩小 ， 


接 起 来 就 表明 作成 了 “ 闭 的 《 紧 致 的 , 没有 边界 的 , 即 存在 有 
限 个 环 柄 的 ) 曲 面 了 7。 图 7 和 图 8 已 经 指出 过 超 椭 融 的 例子 . 
下 面 我 们 来 引 进 确定 曲面 了 的 无 穷 远 点 的 形式 程序 。 曲 面 T 


由 方程 (6) 也 即 由 下 面 方程 给 出 : 
F = 2 aiy' Ei = 0. 


我 们 来 考虑 这 样 的 “投影 坐标 ”(w, vw),， 当 EE 二 v/w 时 ， 
y 一 w/w。 我 们 将 认为 向 量 (u,v,w) 关 0 以 及 同 它 成 比例 
(比例 因子 4 为 复 的 ) 的 向 量 确定 同一 点 : 

(zy vs WwW) ~ (Nu, 20221220)， 140, (12) 
如 果 w 关 0, 则 选取 4 二 1/w, 于 是 总 可 以 在 向 量 (ux, v, w) 
的 等 价 类 中 求 出 形 如 (y, E, 1) 这 样 的 向 量 , 其 中 y= w/w， 
E 一 v/w。. 我 们 把 w= 0 的 诸 点 叫做 “无 穷 远 点 ”. 

方程 (6) 具有 下 面 形式 : 


0 一 由 一 zoom (二 ， 二) 一 Pau vw 1, (13) 
同时 多 项 式 B(n, v, w) 还 是 瞄 次 为 m 的 齐 次 多 项 式 : 

Du, sv, 1w ) = i"D(u, vs Ww ). (14) 

在 过 渡 到 变量 y，E 之 后 , 方程 8 二 0 的 有 限 解 ( 即 w 关 0) 

等 于 曲面 了 T， 除 此 之 外 ,还 存在 有 限 个 无 穷 远 点 ,这 些 无 穷 远 
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点 由 下 面 这 对 方程 给 出 : 
DO=0, w= 0., (15 ) 

要 注意 到 ,向 量 (xs, v, w) 与 (14, tv, 4w) 确定 同一 个 点 . 

整个 黎 曙 曲面 和 无 穷 远 点 ， 在 投影 坐标 中 都 由 方程 8 = 
0 给 出 ， 在 曲面 TT 上, 靠近 无 穷 远 点 w 一 0 的 局 部 坐标 是 这 
样 选取 的 : 如 果 点 P= (zo» Vos 0) 是 无 穷 远 点 , 且 Uo 天 0， 
那么 在 此 点 的 邻 域内 应 过 渡 到 下 面 坐标 : 

GD 一 (和 人 ,一 (各, 

而 方程 P(u, Vs w ) — 0 简化 为 这 样 的 形式 : $B(u, V 3 w ) -一 
xunF (7 BE) 一 0 (u 天 0)。 其 次 ,如 果 点 P 为 非 奇 异 ( 即 立 .名 
天 0)， 那 么 靠近 此 点 的 局 部 坐标 同 原先 一 样 选取 ,但 采用 了 
变量 了》, 五 . 

对 超 椭圆 曲面 我 们 有 下 面 两 种 情形 . 

情形 1. y* 二 R(E)， 其 中 R(E) 的 竹 次 为 奇数 . 这 种 情 
形 存在 一 个 作为 支点 的 无 穷 远 点 P= 二 ce。 在 曲面 了 上 ,人 靠近 
此 点 的 局 部 坐标 为 z 一 1/V E。 对 于 在 曲面 了 上 的 函数 来 
说 ， 按 变量 z 展开 一 一 在 点 P 一 co 附近 按 z 展 成 泰勒 级 数 ， 
例如 ,曲面 T 在 E 平 面 上 的 投影 ,可 以 看 作曲 面 T 上 的 点 0 的 
数值 项 数 有 CO)。 这 种 消 数 具有 下 面 性 质 : 1) 在 点 P= 二 co 
处 ， 琢 数 互 有 二 阶 极点 ; 27 在 曲面 上 的 所 有 支点 处 ， 函 数 
E(O) 的 梯度 皆 为 零 . 

情形 2.y 二 R(E)， 其 中 RC(E) 为 偶 次 多 项 成 。 这 种 
情形 有 两 个 无 穷 远 点 P 一 co， 忆 一 00;。 因为 无 穷 大 不 是 
支 挟 ， 因而 它 落 到 曲面 二 的 两 个 叶 上 . 在 两 点 P, 一 co,、 
P; = c0， 附近 的 局 部 坐标 ， 可 以 取 作 量 z= 1/E. 在 E 平 
面 上 的 投影 为 曲面 7 上 点 8 的 数值 汕 数 EC(O0); 在 点 P 和 PP 
处 ,这 种 函数 有 两 个 简单 极点 :并 且 在 所 有 支点 处 此 范 数 的 梯 
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度 皆 为 零 . 

现在 我 们 来 研究 黎 受 曲面 的 闭 链 问题 。 有 向 闭 曲 线 7 
(切线 正切 不 为 零 的 光滑 曲线 或 者 具有 有 限 个 尖 点 的 分 片 光 
滑 曲 线 ) 自 然 将 作为 曲面 了 上 的 闭 链 。 若干 个 有 向 闭 曲 线 7 
(彼此 也 可 能 相交 ) 的 形式 和 也 将 算 作 闭 链 : 

闭 链 7 一 7 十 7 十 … 十 7ks 《16)》 
式 中 7; 是 有 向 闭 曲 线 . 

一 些 同样 的 曲线 ， 但 方向 相反 ， 则 它们 的 形式 和 称 为 闭 
链 一 >. 于 是 ,我 们 描述 了 闭 链 .我 们 还 需要 明确 地 讲 明 ,究竟 
什么 样 的 闭 链 将 认为 是 彼此 等 价 的 ， 以 及 什么 样 的 闭 链 等 价 
于 零 . 我 们 引入 一 种 等 价 关 系 , 在 拓扑 学 上 ,这 种 等 价 关 系 叫 
做 闭 链 的 同调 性 ”, 两 条 闭 曲 线 的 同调 性 要 比 它们 的 “ 同 伦 
性 ”更 强 . 两 条 闭 曲线 如 果 在 曲面 范围 内 可 以 从 其 中 一 条 
经 过 连续 变形 而 变 成 男 一 条 , 则 称 它们 是 同 伦 的 . 下面 我 们 
来 讲 几 条 规则 . 

1. 如 采 两 个 财 链 YY 和 ? 彼此 同 伦 ( 即 在 了 内 经 过 连续 变 
形 从 一 个 变 成 另 一 个 ), 那 么 二 者 当然 也 是 同调 的 . 

2. 此 外 ,允许 把 一 个 有 向 闭 曲 线 分 成 若干 个 闭 部 分 ,从 而 
可 调换 它们 的 罕 过 次 序 (图 10): 

LA 
LA 
其 中 记号 记 表 示 等 价 性 (同调 性 )， 

3. 由 不 目 交 且 两 两 也 不 相交 的 有 向 曲线 的 集合 组 成 闭 链 
7 一 外 十 '… 十 7x，。 如 采 诸 曲线 的 这 一 集合 限制 在 曲面 了 
的 菜 一 块 上 且 曲 线 7; 缘 属 于 该 块 的 具有 规则 定向 的 边界 (图 
11), 那么 这 种 闭 链 7 同调 于 堆 。 如 果 闭 链 之 和 十 7; 等 价 
于 零 , 那 么 71 一 7Y。 如 果 7 了 之 90， 那么 7 十 7 心 71 等 
等 . 我 们 应 用 规则 1, 2, 3 便 能 从 一 个 闭 链 得 到 与 它 等 价 ( 同 
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调 ) 的 所 有 闭 链 ， ~ 


>) = OO 


了 1 了 2 


YT 十 Ya 和 Ya 十 7 


图 10. 闭 链 的 同调 性 , 比 同 伦 更 粗 的 概念 ， 


等 价 闭 链 类 构成 “一 维 同调 解 ”， 这 种 群 在 拓扑 学 上 用 
H,(T》 来 表示 . 

在 曲面 T 的 一 维 同调 群 中 ,还 存在 一 个 重要 的 运算 ( 除 闭 
链 的 加 法 和 减法 之 外 ), 这 种 运算 称 之 为 “ 闭 链 之 交 ”， 我 们 还 
将 假定 在 曲面 T 上 定义 " 右 *、“ 左 ”基底 这 一 概念 (对 曲面 加 以 
定向 ); 由 于 黎 曼 曲面 是 复 的 (所 利用 的 全 部 坐标 代 换 都 是 复 
解析 的 , 因而 具有 正 的 雅 可 比 行列 式 ), 因此 这 一 概念 对 黎 曼 
曲面 总 是 对 的 . 


1 
% 


T+ m+ no T+ he0 T+ 
图 11. 闭 链 同调 性 的 例子 . 


两 个 有 向 闭 曲 线 7, 和 7; 的 交 指 数 7,o7, 是 这 样 确 定 的 : 
1. 在 曲面 了 了 上， 假定 曲线 7, 和 7Y; 在 有 限 个 点 上 都 以 非 
零 角 度 相 交 . 我 们 用 Pokc 一 1，***，49) 表示 交点 .每 个 点 
P。 都 有 两 个 向 量 7 和 72。 我 们 令 
signPs 一 1， 如 果 标 架 (7，72) 在 点 Ps 处 为 右 标 架 的 话 ， 
(17) 
5ignPu 一 一 1， 如 果 标 架 《7:，72) 在 点 Ps 处 为 左 标 架 的 话 ， 


- 性 人 _ 


相交 指数 等 于 
7zo7a 一 3 signP, = —707,, 


2. 如 果 一 对 曲线 7,、7; 相交 不 满足 条 件 1 的 要 求 , 则 应 
将 7; 变形 ,使 得 一 对 7,、7; 之 交 满 足 条 件 1, 然 后 取 交 . 因此 
这 种 情形 也 将 有 交 指 数 . 

3. 根据 定义 , 交 指 数 关 于 两 个 变数 是 可 加 的 ` 反 对 称 的 且 
有 整数 什 : 

(7i + 了 1)07; 一 7.07; 十 了 1.072 (18) 
YS97; O7071。 

4. 在 同调 闭 链 类 中 ， 交 指数 是 确定 的 〈 同 调 于 零 的 闭 链 
与 其 它 任 何 闭 链 的 交 指 数 等 于 零 ). 

在 ”类 于 曲面 上 ， 把 这 样 的 一 种 闭 链 集合 o1，………, ar， 
b，……，p 称 为 闭 链 的 正则 基底 : 其 中 所 有 oj， 5; 都 是 独立 
的 且 交 指数 和 矩阵 按 下 面 形式 来 构造 (图 12): 

aiodj = Bib; = 0, aiopi 一 ii。 (19 ) 

在 超 椭圆 黎 曙 曲面 y 一 R(E) 上 ,我 们 来 计算 以 后 我 们 所 需 

村 的 两 种 情形 中 闭 链 的 正则 基底 ,这 两 种 是 R(E) 的 宕 次 为 
偶数 和 奇数 的 情形 . 

情形 1. R(E) 的 究 次 为 珈 数 。 支点 形式 为 Eo 二 EE， 


(CD GG 


Qiobl= 1 do"bi=cij 
Qio =b,° b=0 diedi=biobj=b 
图 12. 闭 链 的 交 指 数 。 则 面 上 闭 链 的 正则 基底 . 
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二 .… 过 Ex < oo. 曲面 了 有 以 下 两 种 闭 链 集合 : 

ca) 闭 链 oo …，u。 它们 在 曲面 工 的 禁 融 
(EE,), “~” (FEF, Ey), (E21E,s) 上 面 ， 

2) 闭 链 cj: co，*……, cs。 它 们 在 曲面 了 的 全 部 准许 带 ( 总 
共有 二 1 块 ) (EoE:)，- (Baco) 上面。 把 闭 链 oo，*……*， 
cs 从 曲面 T 中 去 掉 ， 我 们 把 曲面 分 成 两 部 分 (作成 了 截 口 ). 
由 此 我 们 有 

ce 十 cl 十 … 十 cn 和 0， (20) 

对 x 一 1, 2 的 情形 , 交 和 矩阵 容易 从 图 7 看 出 : 

aioa; 0, coocs = 0, 

cooal 一 biocl C00 = 00 maroc 一 1。 (21) 
所 有 其 余 的 交 等 于 零 。 对 亏 格 8 二 1 的 情形 ， 闭 链 a1, 5 一 
cu aio 一 1 构成 正则 基底 .要 注意 到 正则 基底 4, 一 c 同 
前 面 的 cy，c: 相等 ,因为 cs 十 cs 0。 对 任何 亏 格 x* 宇 1 的 
情形 ,正则 基底 有 这 样 的 形式 : 


CC13 ”2 Uny 2 “0;， (22) 
其 中 
已 一 一 Co bi 一 一 Ci 一 Cos 
nn—1 
b= 一 一 Ye. 
从 公式 (21) 得 到 关系 式 
aioa; 3 biob; = 0(a;ob; 一 一 5i)。 (23) 


情形 2.R(E) 的 罕 次 为 偶数 . 支点 形式 为 Eo 过 El 达 … 
二 Em+。 同 奇数 情形 完全 类 似 (co 点 用 En+ 来 代替 ) 在 这 里 
也 引进 闭 链 G19 "> (dn9 C09 “*“ "9 Cny 它们 满足 关系 式 (20)， 
(21)(〈 人 参看 图 8)。 因此 闭 链 的 正则 基底 写成 《22) 的 形式 ， 

存在 正则 基底 a;, 8; 是 黎 曼 曲面 封闭 性 和 定 问 性 的 结果 . 
但 这 种 情形 不 是 在 所 有 二 维 曲 面 ( 流 形 ) 上 都 成 立 。 例如 ,如 
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染 在 平面 任何 几 个 点 上 穿 洞 打眼, 那么 将 有 非 平 凡 的 闭 链 ( 独 
立 闭 链 数 等 于 洞 服 数 ) ,但 区 指数 恒 等 于 零 . 在 有 定向 的 闭 曲 
面 上 ,基底 闭 链 的 交 矩 阵 行列 式 为 土 1, 并 且 交 矩阵 是 反对 称 
的 ,因此 存在 正则 基底 (23). 


$7, 黎 妥 曲面 上 的 微分 。 阿 贝尔 (全 弛 的 ) 微 分 以 及 具有 极点 
的 微分 


让 我 们 注意 到 ,在 以 x、? 为 坐标 的 平面 区 域 中 ,表达 式 
QO=P(x, y)dr + Olx, y)dy (1) 
称 为 微分 (或 者 称 为 一 次 微分 形式 )， 式 中 一 对 (P, 8), 在 坐 
标 变换 中 同 函数 的 梯度 分 量 (具有 一 个 下 标的 一 秩 张 量 ) 行 为 
一 样 : 
xY 一 xxz yy)， y= y(x, y), (2) 
Q= Pdr+ Ody = P'drx' 十 DY 


_/» Or 9y | ( Ox 9y ) , 
一 (P< TDOCS dx 二 (PLDO21ay。 
Dr 2 or By 0 By 1 


当 讨 论 任意 二 维 曲 面 (二 维 流 形 ) 时 ， 则 微分 OQ 在 全 平面 上 都 
应 该 有 定义 ， 并 且 在 任何 局 部 坐标 系 +。、y。 中 , 微分 8 写成 
(1) 的 形式 ， 其 中 8 一 Podx。 十 8dyo; 在 两 个 局 部 坐标 系 
Xas ya 以 及 rg、ys 的 运算 区 域 中 ,一 个 坐标 用 另 一 个 来 表示 : 
Xa 一 Xa(Xp» yg) > 
ya 一 yu Xp yg). 
因此 , 同一 个 微分 8 在 坐标 x。、 ye 及 xp、 ys 中 的 两 个 不 同 写 
法 ,在 两 个 坐标 系 的 共同 运算 区 域 中 应 根据 公式 〈2) 相互 变 
实质 上 ， 微 分 (或 一 次 微分 形式 ) 乃 是 具有 一 个 下 标的 一 
秩 张 量 押 写成 的 微分 形式 . (在 任何 =” 维 流 形 中 ,任何 《次 微 
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(3) 


分 形式 8 一 3 adx 人 和 人 dx 恰好 也 一 样 , 力 是 具 
有 所 有 下 标的 有 《 秩 反 对 称 张 量 所 写成 的 简单 形式 ， 这 些 不 阶 
微分 形式 可 用 绝对 不 变形 式 沿 着 在 流 形 中 的 任何 不 维 曲面 来 
积分 .所 谓 绝对 不 变形 式 就 是 结果 不 依赖 于 曲面 和 流 形 中 的 
度 规 和 坐标 *?,) 


图 3. 一 次 形式 4 在 曲面 上 沿路 径 7 的 积分 。 


在 黎 曼 曲 面 上 ， 微 分 8 显然 可 以 沿 此 曲面 的 点 P 和 0 闻 
的 任何 一 条 (有 向 的 ) 路 径 7 作 积 分 (图 13). 
微分 8 称 为 闭 的 ， 如果 满足 恒等式 (在 任何 局 部 坐标 系 
中 ): . 
ap _ 60 
5 Bx (4) 
并 且 如 果 在 曲面 上 存在 这 样 一 个 处 处 有 定义 的 光滑 的 单 值 数 
值 员 数 1/， 使 得 在 任何 坐标 系 中 微分 0 的 分 量 成 为 此 函数 的 


*” 译 者 认为 这 里 所 提 到 的 “绝对 不 变 形式 ” (a6coniorho nHBapHanTHb 人 fi 
o6pz3) 是 指 微 分 形式 的 性 质 与 曲面 和 流 形 中 的 度 规 和 坐标 选取 无 关 。 例 
如 *A 次 形式 2 的 外 微分 49 (十 1 次 形式 ) 的 定义 与 坐标 选取 无 关 ; 令 
V 为 # 维 流 形 中 任何 一 个 十 1 维 的 光滑 的 有 定向 的 子 流 形 ， 则 Stokes 


公式 | ,29 = | ，9 与 空间 度 规 的 迭 取 无 关 ; 而 积分 | 2 的 确定 与 华 


标 选取 无 关 . 诸如 此 类 ,不 一 一 列举 .。 书 中 本 节 所 提 到 的 一 次 微分 形式 
的 性 质 也 都 具有 这 种 意义 上 的 “绝对 不 变形 式 ?>。《〔〈 例 如 图 13 中 的 积分 


j，4， 结 果 与 坐标 系 园 取 无 关 。) 一 评注 
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梯度 分 量 , 则 微分 2 叫做 恰当 的 . (恰当 的 微分 永远 是 闭 的 .) 

微分 的 性 质 如 下 : 

1. 恰当 微分 沿 曲 面 上 的 任何 闭 链 的 积分 等 于 零 ， 

2. 闭 微 分 沿 等 价 (同调 ) 于 零 的 闭 链 积分 恒 等 于 零 . 

3. 在 曲面 上 ,如 果 闭 微分 沿 闭 链 的 所 有 积分 是 已 知 的 , 那 
么 这 种 微分 在 精确 到 附加 任何 一 个 恰当 微分 范围 内 是 唯一 确 
定 的 .我 们 感 兴趣 的 二 维 流 形 ( 黎 曼 曲面 ) 的 全 部 有 关 定 义 都 
是 用 复 解析 函数 作出 的 ， 在 $ 6 中 在 黎 曼 曲面 上 曾 引 人 过 的 
所 有 局 部 坐标 都 是 这 样 的 坐标 ， 从 一 个 局 部 坐标 系 变 成 另 一 
个 都 是 用 保 角 变换 来 实现 的 ， 

通常 ,对 这 种 情形 引入 复 坐标 是 方便 的 : 


2— XTiy,F—r—iy 


而 微分 
dz = dr + idy, dz — dx — idy. (5) 
如 果 形 式 上 引 人 算 子 
昌 _1f(8 _ ;8 
Oz 2 (名 总 (6) 
8 1/8 .9 
ez 2 (过 + i ) 
则 函数 的 微分 将 有 下 面 形式 : 
df ~ SL dz + dz. (7) 
任何 形 如 (1) 的 微分 8 可 以 写成 下 面 形式 : 
oO=Pdxrt+ Ody = Adz + Bdz。 (8) 
闭 条 件 (4) 具有 下 面 形式 : 


Oy Ox Oz Bz 
大 家 知道 ， 闵 数 f(x) 的 复 解析 性 条 件 ( 柯 西 - 黎 曼 方程 ) 有 


* 455 。 


面 形式 ， 
f oo 1 
二 三 0， (10) 


或 者 
af 一 下 d2。 


让 我 们 研究 任何 一 个 形 如 下 面 的 闭 微 分 : 
0Q = Adz, (11) 
这 时 闭 条 件 (9) 有 下 面 形式 : 
O04/02 = 0. 


因此 , 形 如 (11) 的 闭 微分 系数 4 是 复 解析 的 , 反之 亦 然 . 今 
后 ,我 们 将 把 这 样 的 微分 叫做 全 纯 的 . 
目 然 , 系数 4 的 极 扣 叫做 形 如 (11) 的 微分 的 极点 ; 所 有 
这 些 概 念 相 对 于 下 面 的 全 纯 ( 解 析 ) 代 换 是 不 变 的 : 
swW), 3 一 4 十 1 ,wr +iy', (12) 
Oz/0w = 0, 


因而 在 $6 中 研究 过 的 且 由 形 如 (6.6) 的 复 解析 方程 给 出 的 
魏 曼 曲面 上 ,所 有 这 些 概念 也 部 有 效 . 

在 形 如 (6.6) 的 代数 黎 受 曲面 (无 穷 远 点 也 归于 这 个 曲 
面 (参看 $ 6)) 上 , 最 重要 的 微分 是 所 谓 在 黎 曼 曲面 上 的 阿 
贝尔 微分 或 处 处 全 纯 的 微分 (有 时 也 叫 一 类 微分 )， 这 种 微分 
在 这 种 曲面 的 任何 处 (其 中 也 包括 了 的 无 穷 远 点 ) 都 没有 棚 
点 . 

除 此 之 外 ,在 曲面 了 上 刚好 存在 一 个 极点 的 全 纯 微 分 (二 
类 微分 ) 对 我 们 来 说 也 将 是 重要 的 。 如 果 P 是 曲面 的 点 ( 微 
分 0 在 此 点 上 有 唯一 的 极点 ), 而 = 一 * 十 iy 是 在 曲面 了 .上 
靠近 点 附近 的 局 部 举 标 那么 当 = 趋 于 零 时 我 们 有 
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QO = dx (D+10) (13) 


式 中 f(z) 在 点 z 二 0 处 是 解析 的 。 对 这 洋 的 (有 一 个 极点 
的 ) 微 分 来 说 , 被 加 数 a-1/s 永远 等 于 零 ( 在 闭 曲 面 了 上 ). 称 
数目 a- 为 微分 0 在 点 PP 的 留 数 。 留 数 与 局 部 坐标 % 的 选择 
无 关 。 

更 为 普遍 的 事实 如 下 : 如 果 全 纯 微 分 9 在 闭 曲 面 T 上 刚 
好 有 有 & 个 极点 已 ，…. » Px, Hi act, … ,4 中 是 全 纯 微 分 8 在 
极 后 -PL，……*, Ph 处 的 留 数 , 那 么 留 数 的 和 等 于 零 : 


天 
>) 4 = 0. (14) 
好 一 上 


对 我 们 来 说 ,微分 全 2”(〈 侦 极 子 的 ) 也 将 是 重要 的 ;这 种 微分 
在 T 中 的 点 P 和 0Q 上 刚好 有 两 个 一 阶 极点 ， 其 留 数 分 别 为 1 
和 一 1 (三 类 微分 ). 

以 下 定理 是 有 名 的 : - 

1) 在 黎 受 曲面 了 (代数 的 ) 上 ， 总 是 存在 阿 贝尔 微分 (一 
类 ) 的 基底 8,，:**，0Q,。 其 中 数目 # 等 于 曲面 的 亏 格 . 任何 
一 个 处 处 全 纯 的 ( 阿 贝尔 ) 微 分 2 是 诸 基底 的 带 有 复 常 系数 的 
线性 组 合 : 

QO 一 DorQn. 

2) 在 黎 曼 曲面 T 上 ,任何 一 个 处 处 有 定义 的 光滑 的 并 卫 
是 闭 的 (不 一 定 全 纯 的 ?微分 8 表示 为 以 下 两 项 之 和 的 形式 : 
rb 人 GO 


几 空 间 纵 数 (不 计 从 当 微分 ) 等 于 2 其 中 为 亏 格 ( 环 三 
和 


现在 让 我 们 研究 一 个 例子 一 一 超 椭圆 黎 曼 曲面 ， 这 对 我 
” 们 来 说 是 最 重要 的 、 : 
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对 由 方程 风 十 RE) 一 0 ( 式 中 R(E) 一 EE 一 ,或 
者 R(E) = 二 (EE 一 EO)(E 一 E,)) 所 给 出 的 亏 格 > 一 0 的 曲 
面 来 说 ,由 于 阿 贝尔 微分 数目 等 于 亏 格 , 故 这 种 情形 一 般 没 有 
阿 贝尔 微分 ， 下 面 我 们 研究 多 项 式 RC(E) 的 普遍 情形 . 在 曲 
面 了 上 ， 任 何 一 个 全 纯 徽 分 (可 能 有 极点 ) 在 互 平面 的 有 限 部 
分 内 可 写成 下 面 形式 (多 项 式 R(E) 的 根 是 非 多 重 的 ): 

_PCE) aE 
0 OCE) 7 十 平凡 的 ， (15) 
式 中 8 和 P 是 多 项 式 ; 平凡 部 分 的 形式 为 P(E)aE/Q(E) 
(P 和 09, 是 E 的 多 项 式 )。 我 们 来 研究 微分 8 的 非 平凡 部 分 
的 极点 .这 些 极 点 可 以 有 以 下 形式 : 4) 在 C(E) 等 于 零 处 ， 
5b) 在 支点 Es。 处 ，R(E。) 一 0，c) 在 无 穷 远 点 五 一 co 处 . 情 
形 c) 我 们 稍 后 一 会 再 研究 . 

4) 在 任何 EE 关 E。 的 点 处 ,8 的 极点 只 能 在 0(E) 等 于 
零 处 . 

2) 如 果 我 们 处 在 曲面 T 的 支点 即 E 二 E。，》= 二 0 处 ， 
那么 根据 $ 6， 应 选择 y 作为 此 点 附近 的 局 部 坐标 。 完成 代 
换 E(y) 之 后 ,我 们 得 到 

dE(y) P(E(y)) 
0 一 yy OECD (16) 
因 在 点 BE 附近，R(CE) ~ (E 一 Ea)const， 那 么 我 们 有 
_d(E — Es) P(E — E,) 
y OE—E) 
并 且 在 Es。 附近 ，E 一 E。 ~ const 十 y。 最 后 我 们 得 到 
0O= dy £00). (17) 
0(y’') 
由 此 可 见 , 只 有 多 项 式 0(E) 在 点 = 二 E。 处 等 于 零 的 情形 ， 
微分 8 在 黎 曼 曲面 TT 的 y 一 0、E5 一 E。 处 才 有 极点 . 如果 我 
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0 


们 和 望 找到 没有 极点 的 阿 贝尔 微分 ， 我 们 就 应 寻求 下 面 形 式 
的 阿 贝尔 微分 : 


9 ~ P(ED4E, 18 
VR(E) I 
式 中 P(E) 是 多 项 式 . 在 EE 平面 的 有 限 部 分 上 ,有 形 如 (18) 的 
微分 在 曲面 T 上 没有 极点 . 
现在 我 们 来 研究 两 种 情形 . 


情形 1. 多 项 式 R(E) 的 窜 次 为 奇数 ， 
R(E) 一 TT (E — E,), Es Eg. 


正 象 在 $6 中 曾 指出 的 那样 ,在 曲面 T 上 , 存在 一 个 无 穷 
远 点 E 一 co， 而 此 点 附近 的 局 部 坐标 为 参数 z 一 1/V EE. 
如 果 微 分 9 是 (18) 这 种 形式 ,其 中 P(E) 一 oo 十 … 十 asB" 
且 as 关 0， 那 么 在 zx 一 0 附近 E(z) 作 代 换 之 后 ,我 们 得 到 
(E 一 :一 ) 


D 一 dz (za。 十 2 十 ... 十 wz) (19) 
Zi 2m1 TT (1 _ Ez’) 
或 者 当 z 很 小 时 ,最 后 得 到 
一 一 2zzm-z-zzz(w + f(#)), (20) 


式 中 wo 关 0 而 f(x) 是 解析 的 , 且 在 点 * 二 0 处 f(z) 等 于 零 . 
于 是 ,我 们 可 作出 以 下 推论 : 
1. 如果 多 项 式 P(E) 的 究 次 为 0, 1,，…,m 一 1， 其 中 
m 是 曲面 了 的 亏 格 ,那么 形 如 (18) 的 微分 2 在 任何 处 (其 中 
包括 点 = oo) 都 没有 极点 . 我 们 有 下 面 形式 的 阿 贝尔 微 
分 基底 : 
PC . 
9; RCE 8 0， s 112 ] 。 (21 ) 


由 139 。 


2. 如 果 多 项 式 R(E) 的 宪 次 为 m 十 《, 那么 形 如 (18) 的 
微分 9 在 工 上 的 点 z 一 0 处 存在 唯一 的 极点 (二 类 )， 并 且 极 
点 的 重 数 等 于 2* 十 2， 其 中 万 一 0, 1，2，…。 从 (19) 得 
到 在 此 极点 处 的 罗兰 级 数 展开 式 只 含有 侦 次 桥 2 ，，……， 


—28 一 上 
2 9 . 


0Q 一 | 十 .… 古 全 十 p(x) | dz; (22) 


2 是 十 2 


当 z 一 0 时 , p(x) 是 解析 的 . 
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情形 2. 多 项 式 RC(E) 一 上] (E 一 E。) 的 罕 次 为 偶数 且 


健一 0 


六 十 RED) 一 0 的 根 是 不 同 的 , 即 Es。 关 Ep。 在 互 平面 的 有 
限 部 分 内 所 有 讨论 同上 面 完全 类 似 ， 并 且 形 如 下 面 的 微分 在 
这 里 没有 极点 : 
Q = dEP(E) 23 
VR(OE) 2 
式 中 P(BE) 一 apBE" 十 …. 十 ic 天 0 
根据 $ 6, 在 T 上 有 两 个 无 穷 远 点 , 它们 的 局 部 坐标 可 以 
取 作 (在 两 个 无 穷 远 点 处 ) z 二 1/E。 在 以 z 为 坐标 的 点 Pl， 
P_ 附近 ,微分 2 有 下 面 形式 : 
QO 二 xzm--idz(es 十 0(z))， (24) 
式 中 gp(z) 在 ?= 二 0 附近 是 解析 的 且 9p(0) 二 0， 如 果 m 一 
n 一 1 之 0， 则 微分 2 为 阿 贝 尔 微分 (无 极点 )。 根据 $ 6, 曲 
面 了 的 亏 格 等 于 m。 我 们 恰好 得 到 形 如 (23) 的 mw 个 独立 的 
阿 册 和 尔 微 分 : 


0; = sy 1 一 0， ”” ”3 mC— 1., (25) 


如 果 # 一 w 且 as 一 1， 那么 微分 0 在 点 Pt, P- 处 有 两 个 一 
阶 极点 ,其 留 数 为 + 1， 正和 $6 中 的 情形 一 样 , 这 里 P 和 
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P- 是 两 个 无 穷 远 点 。 作为 第 一 个 实例 ,我 们 来 看 一 下 ,在 $5 
中 的 同 薛 定 订 算 子 的 有 限 带 势 及 势 的 动力 学 (借助 于 KdV 方 
程 和 KdV 的 高 阶 类 似 物 ) 相 联系 的 各 种 公式 中 ,实际 上 我 们 已 
经 碰 到 什么 样 的 微分 形式 ， 

1. 亏 格 等 于 1 的 曲面 : 十 R(E) 一 0, 式 中 R,(E) 一 
(E YT ED)(E YT ED(E TT E,), 所 有 Eo, Ei, E; 皆 为 实 的 且 
E, 一 BE: < 已 ， 如 果 u(x) 是 单 带 的 拉 梅 势 且 BE。、E,、 Ei 是 
带 的 端点 ,那么 在 这 种 曲面 了 了 上， 布 洛 赫本 征 函 数 Vs(x，zm， 
E) 实际 上 是 亚 纯 的 (参看 $ 5)。 我 们 有 一 个 阿 贝 尔 微分 : 


此 微分 沿 T 上 的 路 径 积分 作为 端点 的 函数 则 是 E 平 面 的 多 值 
冰 数 ; / 


xy 一 | 0. (26) 


我 们 把 点 P,, 9 选 在 禁 带 ( 即 E 平 面 的 线段 [E,, EF;]) 之 上 的 
曲面 中 的 闭 链 a, 上 面 ( 参 看 $6). 于是, (26) 的 反 函 数 将 
是 实 的 周期 性 函数 04x*).。 根据 〈5.4)， 势 n(x 一 x,) 的 公式 
为 ， 

u(x 一 zx) 一 一 20(x) 十 >，BE。 


(26) 的 反 图 数 是 复 变 数 * 的 双 周 期 函数 .” 它 狂 作 维 尔 斯 特 
拉 斯 椭圆 水 数 ( 用 名 (wx) 来 表示 ). 借助 于 KdV, u(x) 的 变化 
有 下 面 形 式 : 
u(x»1) == u(x — cit), 
u(x, 0) = u(x), c= DE/2, 
2. 亏 格 等 于 2 的 曲面 ， 


(27) 
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4 
y 十 R(E) = 0, R;= I (EC— E,), 
二 0 


Eo, 过 ZE < E,< oo%. 
对 于 双 带 势 s(x) 来 说 ， 函 数 $2(x, zo， E) 在 了 上 是 亚 纯 的 
(参看 $ 5)。 这 里 有 两 个 阿 贝尔 微分 : 
Ee 4 9, -zea2 
V— Rs;(E) V— RC(E) 
在 计算 双 带 势 的 解析 形式 时 ， 我 们 又 一 次 引入 了 逆 函 数 
Fi(r)，F:(zr) (参看 (5.7) 一 (5.9))， 
9 9 
T=— | Qs T= | 如 
式 中 2 取 在 第 一 个 或 第 二 个 禁 带 上 ( 即 取 在 了 的 闭 链 a 或 
4; 上 )。 当 借助 于 KdV 来 计算 双 带 势 x(x, 1) 的 时 间 动 力学 
时 ,在 公式 (5.29) 中 出 现 微分 89,。 现 在 让 我 们 回忆 一 下 , 在 
黎 曼 曲面 上 存在 闭 链 的 正则 基底 di -dp bis -Do 它 
们 的 交 指 数 为 (6.19)。 用 以 下 非 平凡 关系 ( 黎 曼 ) 将 阿 贝 尔 微 
分 集合 1， “> On 同 闭 链 的 基底 联系 起 来 : 
1. 治 闭 链 a 的 积分 矩阵 是 非 稀 并 的 : 
bi 一 中 Qt detb 天 0。 
因此 ,可 以 选择 新 的 微分 基底 8;, 使 得 
中 0; = 64, * 2xi, 站 = 一 1， (28) 
2. 在 基底 0 中 ; 沿 闭 链 ba 的 积分 短 阵 ba, 即 


bs, = 中 2; 


具有 对 称 性 质 : bgk 一 big， 并 且 它 的 实 部 Re 一 Rebka 是 
负 定 的 . 
如 果 黎 曼 曲 面 是 超 椭 图 的 ,并 且 所 有 支点 是 实 的 ,那么 6 
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周期 矩阵 05 是 实 的 、 对称 的 和 负 定 的 . 下 面 让 我 们 采 研 究 最 
简单 的 6 肖 数 ( 黎 曼 ): 
gm) Dp 
A 7 Kos 3 
- (29) 


从 Rebxg 的 性 质 得 到 ,级 数 (29) 很 快 收 伍 并 且 决 定 一 个 复 变 
量 wm,，-…, 7, 的 解析 整 函 数 8。 如果 曲面 的 亏 格 g = 二 1， 则 
黎 曼 0 函数 简化 为 通常 的 单个 复 变 量 的 雅 可 比 8 函数 : 


O(n) 一 Dy oxo 二 bm’ 十 mq ， 


式 中 的 * 都 是 整数 . 
从 黎 坚 9 函数 的 定义 得 到 
O(n, "sgn +t ZR + ， gr ”= O(n:» "sr “3? 9]n)» 


(30) 
On + bias ,ns + bn) 
< 一 exp{ 一 AAA 2 一 nk}O(n, “*"*y 7n)。 
恒等式 (30) 表明 , 黎 曼 9 函数 是 同 ” 维 复 线性 空间 C” 
中 的 2 个 向 量 所 组 成 的 所 谓 雅 可 比 点 阵 有 关 . 这 2” 个 向 量 
ci …，cs cc 有 下 面 形式 : 
ck 一 (0，-…，0:， 2xi,0,-.*, 0), 
ck 一 (2 -pko)。 (31) 
任何 一 个 雅 可 比 点 阵 铅 量 , 其 形式 皆 为 Zeee 十 >naes，、 其 
中 ms, ng 都 是 整数 . 实质 上 , 点 阵 (31) 是 由 黎 曼 曲面 了 上 
的 阿 贝尔 微分 沿 着 基底 闭 链 aj, bi ( 且 归 一 化 条 件 为 (28)) 之 
局 期 乍 阵 所 给 出 的 . 对 曲面 的 亏 格 & 一 工 的 情形 , 通 芝 我 们 
有 复 平面 之 点 阵 . 对 8 之 1 的 一 般 情形 , C* 关 于 点 阵 之 商 群 
力 是 2” 维 复 的 环 面 。 在 数学 文献 上 , 把 这 种 环 面 叫做 黎 曼 
曲面 了 的 雅 可 比 入 (Jacobian varieiy)”， 
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$ 8. 布 洛 赫本 征 范 数 和 准 动量 、 同 它们 有 关 的 黎 曙 曲面 上 的 

微分 ,它们 的 时 间 动力 学 z 

让 我 们 来 研究 芒 定 计算 子 工 一 一 4/dx’ 十 的 周期 性 

有 限 带 势 x(x) 以 及 在 $ 1 中 所 定义 的 这 种 算 子 的 布 洛 赫 本 征 

毅 数 J.(x， xo，。E) 和 准 动量 p(E), 个 J 一 exp( 土 pT)g1， 

全 是 对 周期 的 平移 算 子 . 在 $4 中 我 们 已 经 阐述 了 函数 ws 
在 黎 曼 曲面 上 的 解析 性 质 , 其 中 黎 曼 曲面 了 形式 为 


十 RCE) 一 0，R(E) 一 [| (E 一 E。), .E。 是 带 的 端点 . 
. 本 一 个 


在 黎 尝 出面 T 上 ,我 们 来 研究 下 面 形 式 的 微分 : 
/Oilnyg, 
Ww (2 )aF. (1) 


在 曲面 了 上 ， 包 括 无 穷 远 点 在 内 ,微分 WV 原来 只 有 零点 和 极 
点 。 这 是 从 函数 ws 的 以 下 性 质 得 到 的 : 

1. 如 果 z 一 1/V EB 是 在 了 上 靠近 无 穷 远 点 附近 的 局 部 
坐标 ,那么 微分 本 在 z 一 0 附近 有 下 面 形式 : 

W = i(x — xo)dz(1/z’ + gp(#)), 
式 中 函数 pg(z) 在 x = 0 处 是 解析 的 . 当 一 0 时 从 下 面 
的 渐 近 式 得 到 这 一 性 质 : 
Vr ~ exp[ +i VECx — xo)] 

2. 在 EE 平面 有 限 部 分 内 的 微分 多 在 T 上 具有 下 面 性 
质 : 它 在 的 零点 处 恰好 有 个 留 数 为 十 1 的 一 阶 极点 ,而 
在 $s 的 极点 处 恰好 有 个 留 数 为 一 1 的 一 阶 极 点 .让 我 们 
提醒 一 下 ,根据 $4, 函数 (x, xo，E) 的 零点 和 极点 分 别 相 
应 于 点 Q; 一 《Yi(%), 土 ) 和 Pj; 一 《7i(*0)， 土 ), 而 这 些 反 在 
曲面 T 上 , 都 单独 地 放 在 禁 带 [Ey-,E;] 上 或 者 象 我 们 指出 
过 的 那样 , 放 在 闭 链 o; 上 . 
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3. 在 笋 曼 曲 面 T 上 ,由 于 微分 的 定义 (1), 它 沿路 径 积 
分 的 指数 画 数 给 出 下 面 的 单 值 范 数 : 
由 zz， X03? E) 一 “XP 必 w|， : (2) 


式 中 0 一 (EE, 土 ) 是 曲面 了 的 点 ，0。, 是 起 始点 ， 并 且 沿 着 
连结 工 上 的 此 两 点 的 任何 一 条 路 径 来 作 上 面 的 积分 . 从 函数 
gba(x, xos BE) 在 TT 上 的 单 信和 性 得 出 一 个 重要 结论 : 在 曲面 『 
上 , 玉 沿 闭 链 的 所 有 积分 都 等 于 2zi 的 整数 倍 : 


中 W 一 2rzzz， 中 W 一 2rin;, (3) 
2 人 


式 中 9; 和 »; 都 是 整数 . 

结果 得 到 , 在 任何 一 个 闭 的 黎 曼 曲面 TT 上， 函数 (x， 
xzo, 互 ) 的 性 质 1 一 3 唯一 地 确定 出 函数 yx; 我 们 将 把 这 样 的 
级 数 4 轴 做 黎 曼 曲面 TT 上 的 “Baker-Axhe3ep 冰 数 ”同时 
在 下 面 , 我们 通过 极点 P; 之 集合 唯一 地 确定 出 零点 8; 之 集 
合 . 其 中 PP 为 曲面 TT 的 点 《对 我 们 的 情形 , P 一 (EE, 士 ))， 
而 x，x 是 参数 。 正 象 在 $4 中 曾 指 出 的 那样 ,曲面 了 在 E 平 
面 上 的 投影 可 算 作 数值 水 数 f(P), 按 定义 ,其 中 作 E, 土 ) 一 
b. 

对 于 势 n(x) 来 说 , 公式 (4.19) 在 $4 中 已 经 指出 过 , 由 
此 得 到 : 


U(x) 一 一 2 > r(x) 十 > E, 


一 一 2 > f (OiCx)) 十 > FE,. (4) 


在 曲面 TT 上, 在 $6 中 我 们 已 经 引入 了 闭 链 的 正则 基底 
《oj， bi) 而 在 3 7 中 引入 了 阿 贝 尔 微 分 的 妇 一 化 基底 oF 区 参看 
《7.28)), 其 中 z 
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中 Gi 一 2xz6jt 中 Gi 一 bi 一 bri. (5) 
现在 我 们 来 引入 I 类 和 II 类 归 一 化 微分 .我 们 来 研究 微分 
的 几 种 形式 ， 在 由 下 面 方程 所 给 出 的 超 椭 圆 曲 面 T 上 我 们 将 
用 到 它们 : 

y+ Ron(E)= 0, Roan(E)= I (E — Es); 
ar= 
所 有 E。 是 实 的 ( 谱 带 的 端点 ),，E。 < E, < … 了 aa。 


a) II 类 微分 wk: 这 类 微分 仅 在 局 部 坐标 为 z= /VE 
的 无 穷 远 点 处 有 极点 ,在 此 点 附近 要 求 满足 等 式 


or — ds (ts + le) ), (6) 


式 中 p(s) 当 z 一 0 时 是 解析 和 的 ,《 一 0, 1, 2,***，。 此 外 还 
要 求 微 分 w 用 下 面条 件 妇 一 化 : 


中 oto. (7) 
条 件 (6) 和 (7) 完全 确定 出 wx。 正如 在 $7 中 曾 指出 的 那 
样 ， 
dE 1 
wi aE+ oaE't. 
大 RE 2 太 


十 onE"+t ), (8) 


式 中 系数 as 由 条 件 (6),(7) 确定 . 微分 co 和 w, 对 我 们 将 
尤为 重要 . 

b) II 类 微分 81i9i; 这 类 微分 在 点 Pi;，0; 处 有 两 个 一 阶 
极点 ,其 中 P;, 9; 是 布 洛 赫 函 数 jy(x, xo, 互 ) 的 零点 和 极点 ， 
它们 在 曲面 的 禁 带 【E182;] 上 面 . 我 们 要 求 微分 0572， 
的 留 数 在 点 P; 处 为 十 1 而 在 点 8; 处 为 一 1， 归 一 化 条 件 如 
下 . 
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中 Qi9ij = 0,4g= 1,..….,n. (9) 


从 上 面 所 指出 的 微分 W 一 dspln $4 的 性 质 ,得 出 它 的 下 面 表 
示 : 


W = i(x — xo)wo 十 > ono + 0, (10) 
式 中 9 是 阿 贝尔 微分 
> kj;0i, (11) 


及 
(xi tos E) 一 ep 由， 


式 中 0 一 (E, 土 ), 9, 是 在 工 上 的 某 一 起 点 . 
WV 的 表示 (10) 是 从 下 面 事实 得 到 的 : 在 曲面 上 ， 差 


W — i(x 一 xo)coo 一 之 ， OPi2 
已 经 没有 极点 ,因而 它 是 阿 贝尔 微分 ， 
公式 (11) 的 系数 可 由 bz 的 唯一 性 条 件 来 确定 ,由 此 


得 到 厂 的 所 有 ae 的 周期 为 2rz 的 整数 倍 。 因 此 从 oo 和 59 
的 归 一 化 条 件 (9) 7) 我 们 有 


2rzz ;一 Pw 一 小 O 一 up3 RaO,, (12) 
式 中 mj; 是 整数 .从 64 的 归 一 化 条 件 (5) 得 到 


2zrz12j 一 271 >) RaGjig = 271hk;. (13) 
: 9 


由 此 可 见 , 所 有 《; 是 整数 ，R; 一 m;。 现在 我 们 来 利用 微分 
WV 的 &。 周期 的 整数 性 条 件 : z 
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十 > 中 Qf994q 十 之 ,ms 中 Qo. (14) 


令 4 一 中 wo 是 微分 wm 的 周期 


在 阿 贝 尔 微分 理论 中 ,存在 一 个 重要 关系 式 : 如 果 aj, 5b; 
是 正则 基底 , 4”? 是 在 点 P, 9 处 留 数 分 别 为 十 1, 一 1 的 王 
类 侦 极 微 分 ， 其 中 点 P, 8 在 曲面 上 相应 于 一 阶 极点 ， 并 


且 如 果 对 所 有 了 一 1，-…,#, 中 ore 一 0, 那么 可 以 从 P 到 
2 作 一 条 路 径 >, 使 得 在 归 一 化 条 件 (5) 的 情形 下 ,下 面 公式 
征 正 确 的 : 
2xz 中 0Qr9 一 | (15) 

(右边 的 积分 沿路 径 7 进行 ), 

对 b 周期 的 公式 (14), 应 用 更 普遍 的 关系 式 (15), 我 们 
得 到 

Wd Qa(x) 

27in; 一 >) mabja = i(x 一 2o)ii 十 2 ) 0,, (16) 
式 中 04 和 Py 为 ba 在 FTF 上 的 零点 和 极点 ,积分 沿 连结 了 上 
的 点 P; 和 0; 的 某 一 路 径 . 让 我 们 回忆 一 下 ,在 复 的 > 维 空 


间 中 ,我 们 曾 引 入 了 由 向 量 E13 “ ”3 tay 219 ”3 en 所 构成 的 
点 阵 , 其 中 


cy = 2A167, er 一 中 O 一 boj = bj 
关系 式 (16) 可 改写 成 下 面 形式 : 
(> noea 十 之 mac4 — i(xC— xD) mm 
向 量 避 的 分 量 为 Vi 一 中 wo. 
好 


Sa an 


了 1- Pg(ze) 


ee i684 


如 果 我 们 把 右边 的 介 于 点 Ps 和 94 之 间 的 路 径 yy 用 任 
何 一 个 闭 链 改变 为 Ye 一 ye 十 Mokak 十 paxbr《 式 中 Xt， 


天 
pk 为 任意 整数 )， 那 么 整个 向 量 将 随 某 一 点 阵 向 量 (e , e') 
而 变 . 我 们 注意 到 , 左 端 是 向 量 i(x 一 xzo)7 加 上 某 一 点 阵风 
量 ， 让 我 们 引入 向 量 4 , 其 分 量 等 于 


A'( O,, “+ , 0,, P, PP) 一 2) (18) 


在 公式 (17) 中 ,不 计 点 阵 向 量 , 我 们 有 
—ilx— xoOU A(O(x), .**, On(%), 
Pi(xzo)，……… , P,(x0)), (19)- 
式 中 符号 兰 表 示 精 确 到 任何 一 个 点 阵 向 量 的 等 式 . 
让 我 们 回忆 一 下 ， 吃 在 了 上 的 零点 和 极 点 曾 有 下 面 形 
式 : 
2 一 (ri(z)， 土 )， 忆 一 (7ixo)， 土 )。 
对 于 7 …，7ys 这 种 集合 并 考虑 到 它们 的 标号 土 《 即 考虑 
到 它们 在 TT 上 的 位 置 )， 以 前 我 们 曾 借助 于 KdV 得 到 了 它们 
关于 >x 的 微分 方程 (5.3) 以 及 关于 :的 微分 方程 (5.25)。 同 
时 曾 用 公式 《4.19) 来 表示 势 . 
下 面 让 我 们 来 研究 从 曲面 了 上 的 点 集 Qo 一 (7Yy (x)， 
土 ) 到 参数 集 4 的 变量 代 换 ,把 这 种 代 换 起 名 为 阿 贝 尔 上 映 象 ， 
其 中 
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AQC), P(r0)) =— Do. (20) 


Pa 


式 中 点 Pa(xo) 是 固定 的 , 用 精确 到 附加 任何 一 个 点 阵 向 量 来 
确定 参数 集 4 。 由 于 公式 〈17)， 阿 贝尔 代 换 〈20) 将 
7 ，-……，Yy。 的 方程 〈5.3) 线性 化 了 ， 这 是 因为 47x) 一 
ix 一 ro ， 而 回 量 忆 是 恒定 的 . 
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阿 贝尔 参数 4 实际 上 是 “ 角 ”Ai 一 gp;。 根据 著名 的 刘 
维 定理 , 对 完全 可 积 的 哈密 顿 系统 (2.3) 可 以 引用 这 种 角 变 
量 ”， 同 样 可 以 引入 正则 共 轿 变量 作用 ”. 
阿 贝 尔 代 换 (20) 是 可 逆 的 因此 点 8; 一 (> 土 ) 反 过 
来 也 可 以 用 参数 4i 来 表示 ,从 而 势 x 一 一 227; 十 2E。 将 
是 参数 4 的 函数 . 这 是 阿 贝 尔 积分 的 逆 ” 间 题 。 大 家 知道 ， 
这 种 类 型 的 逆 问 题 是 通过 同 点 阵 (7.31)( 这 种 点 阵 是 由 复 的 
2 维 空间 中 的 22 个 向 量 所 组 成 的 ) 相 联系 的 多 元 6 函数 来 求 
解 的 。 稍 后 不 久 〈$ 9) 将 给 出 用 $ 7 中 定义 的 黎 曼 6 函数 来 
表示 势 x(x) 的 简便 公式 ， 
当 用 代 换 (18) 将 点 0; 一 (7;, 土 ) 的 集合 变换 到 参数 
4i 的 集合 时 , 则 把 有 限 带 势 w(x) 借助 于 KdV( 以 及 借助 于 所 
有 高 阶 KdV 方程 ) 的 时 间 动 力学 作 了 线性 化 。 为 了 验 征 这 一 
事实 ,应 注意 如 下 : 当 EE 一 co 时 , 布 洛 赫本 征 函 数 (x， 
xos EE) 有 渐 近 式 exp{ 土 i(x 一 wo)V E}.。 如 果 势 的 变化 即 
u 一 u(x, 1!) 是 借助 于 KdV， 那 么 当 E 一 % 时 函数 四 的 浙 
近 式 将 有 下 面 形式 : 
pi(x, xos 1) ~ exp{ ix 一 xo)Rk+tiki}, (20°) 
式 中 《二 VE. 
渐 近 式 (20') 从 下 面 的 Lax 表象 得 到 : 
8L/8: = [L, 4], (21) 
在 $4 中 曾 指出 KdVv 的 这 种 表象 , 其 中 三 阶 算 子 4 的 形式 为 
(1.2.5). 当 E 一 00 时 , 势 wx 变 得 不 重要 . 于 是 令 x 一 0, 当 
E 一 co 时 ,我 们 便 从 (21) 直接 得 到 (20 ). 对 高 阶 KdV 也 完 - 
全 类 似 ， 但 算 子 4 一 4 十 cide- 十 … + cado 的 阶 数 为 
24 十 1. 下 面 所 作 地 讨论 同上 面 一 样 , 当 E 一 0 时 ,我 们 从 
(21) 得 到 g(x, xo, EE) 的 渐 近 形式 : 
Pilx, Xo E) ~ exp{ililx 一 xo)k + (RT 
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十 ck 十 … 十 cc 和 ?1} (22) 
同 前 面 一 样 ,从 渐 近 式 (22) 我 们 得 到 
4(0， 0P ***, Ps) Six Om ro)U I Vt, (23) 
式 中 答 号 兰 表示 等 式 精 确 到 点 阵 向 量 (7.31)， 对 向 量 一 
Fe 十 ci- 十-… 十 cgV。 我 们 有 公式 《〈P 一 U): 


Vim wis R=0, 9 9 一 2。 (24) 
1 


[I 类 微分 ws (参看 (8)) 的 。 周期 等 于 零 ， 中 ws 一 0， 并 且 
在 FT 上 的 co 点 处 有 唯一 的 极点 ,在 此 点 处 其 罗兰 展开 为 


1 
(04 ~ dz (i 十 pz) )， 


式 中 x 一 1/VE， 当 xz 一 0 时 ，qp(z) 是 解析 的 .点 9; 一 
(7Yj, 土 ) 已 经 是 * 和 :的 函数 ， 完 全 同 对 x 的 关系 一 样 ， 从 
渐 近 式 (22) 得 到 公式 (24)。 参数 4 对 于 * 和 * 的 导数 公式 
(23), (24) 可 以 直接 得 到 而 不 必 利 用 本 征 函 数 在 Eo 
时 的 渐 近 式 来 求 . 为 此 ,在 关于 zx 和 * 的 方程 (5.3) 和 (5.25) 
中 ,应 算出 对 41 的 变量 代 换 (18)， 从 而 证 明代 换 (18) 使 这 
两 个 方程 线性 化 。 这 里 我 们 将 不 进行 这 种 计算 。 在 参数 41 
中 ,向 量 V, 对 应 于 借助 KdV 的 动力 学 ,其 中 ci 一 1, co 一 0， 
ci 一 0，1 一 1 

对 光滑 实 的 x(x, 1) 来 说 ,由 于 参数 4i 实际 上 成 为 > 维 
实 的 环 面 中 的 角 坐 标 ,于 是 ,从 公式 (23) 得 到 , 解 x(x,:) 关 于 
: 的 动力 学 是 准 周 期 性 的 。 在 公式 (23) 中 , 这 些 实 参数 4A 
的 角 特 性 从 下 面 事实 得 到 : 这 些 实 参 数 以 精确 到 可 加 上 任意 
一 个 4 维 点 阵 向 量 来 确定 ,而 这 种 点 阵 在 实 的 = 维 空间 中 是 
由 向 量 c!, -……, es 生成 的 (参看 (7.31)). 

下 面 让 我 们 注意 到 解 x(x,z) 及 一 般 有 限 带 势 x(x) 的 非 
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常 奇妙 的 解析 性 质 。 如 果 x 和 * 取 作 复 的 , 那么 所 有 这 些 解 
关于 虚 轴 同样 是 准 周期 的 。 这 种 性 质 同样 从 公式 (23) 得 到 ， 
因为 在 复 的 > 维 空间 中 ,我 们 所 碰 到 的 点 阵 实际 上 是 由 22 个 
向 量 所 组 成 的 .这 种 性 质 乃 是 复 区 域 c 中 的 维尔 斯 特 拉 斯 椭 
区 函数 的 双 周 期 性 向 所 有 = 带 势 的 自然 推广 .维尔 斯 特 拉 斯 
椭圆 函数 是 单 带 势 并 且 是 KdV 的 极 浅 水 波 . 

现在 着 手 研究 准 动量 pC(E), 在 $ 1 中 它 是 用 下 面 等 式 来 
定义 的 : 

个 四 一 ct18Td 1 — prlr + TT), 

式 中 工 是 势 的 周期 。 正 像 我 们 已 经 知道 的 那样 , 准 动量 PCE) 
的 确定 精确 到 附加 x/7 的 整数 倍 . 当 五- co 时 , 准 动量 按 
z 一 1/V E 的 展开 式 系数 正好 等 于 在 第 一 章 所 引入 的 KdV 
方程 及 其 所 有 高 阶 方程 的 多 项 式 积分 1。: 


p(E) 一 大 十 > ey (25) 


而 高 阶 KdV 方程 本 身 有 下 面 形式 : 
—0 0。 


Bx GuCxy) 
对 于 pCE) 我 们 剖 有 下 面 公式 : 
p(E) 一 工人 | ZCx, E)dx = 下 Xadx 
| MV RE)dx 
1 I (E — Yi(x)) 
4 
现在 我 们 利用 形 如 下 面 的 微分 : Wy = dzln $43。 借助 于 (10) 
我 们 有 
W = iCx — sO) + YY Ons007® + ThiG;, (26) 


j=1 
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式 中 Pj; 一 (7), 土 )， 0j 一 (Yi(%), 士 )。 如 果 所 有 Qj;(x) 都 
是 关于 x 的 周期 性 函数 ,其 周期 为 了 (而 对 关于 >x 的 周期 性 势 
u(x) 来 说 ， 其 周期 也 等 于 T)， 那么 平移 算 子 人 :x 一 + 十 T 
按 以 下 方式 作用 于 Ww: 

个 .W >W 十 iTwo 十 3 1;0;, (27) 


了 一 


式 中 4; 是 整数 . x 从 xo 连续 地 变 到 x 十 了 并 考虑 到 上 面 所 
建立 的 数 的 整数 性 ,对 4; 一 0 的 情形 我 们 得 到 


.WW +iTo,. (28) 
因 $4 一 exp{fWWV}， 于 是 可 以 写成 
— OfIE ow 
dsp(E) BE 0。 (29) 


现在 我 们 可 以 作出 以 下 结论 :” 准 动 量 ” 乃 是 开 类 微分 
一 化 的 .参数 4 关于 x* 的 导数 由 2 周期 


v= 中 wo 
2 


的 集合 来 确定 (参看 (23)). 对 p(E) 来 说 ,我 们 从 公式 (29) 
看 到 , 准 动量 P(E) 在 ”= 带 势 的 情形 中 ,表示 为 形 如 
pA(E)dE/V R(E) 

这 种 表达 式 的 积分 ， 这 一 事实 以 前 曾 按 别 的 途径 从 公式 
《4.4) 得 到 。 我 们 看 到 ，p,(E) 是 用 归 一 化 条 件 ( 即 < 周期 等 
于 零 ) 所 确定 的 且 最 高 项 系数 为 1 的 次 多 项 式 . 因 这 种 微 
分 的 5 周期 不 等 于 零 , 所 以 为 了 确定 函数 P(E) 的 单 值 分 梳 ， 
则 应 在 E 平 面 上 沿 着 全 部 有 限 长 和 无 限 长 的 禁 带 (它们 恰好 
有 # 十 1 个 ) 作 截 口 ,其 中 这 些 禁 带 为 

《一 cc， E,), (E,, E,), “3 (CE 1， Ez ). 
在 这 种 具有 截 口 的 平面 上 ,曲面 分 成 两 块 ， 因 此 ,将 要 确定 
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的 函数 p(E) 在 每 一 块 上 已 经 单 值 化 了 ; 这 是 因为 绕 这 些 截 
口 的 负 路 是 闭 链 a;, 而 对 dgp 一 WW。 来 说 ， 它 的 4 周期 等 于 
零 . 可 以 选 物理 时 ”, 函数 P(E) 的 值 在 物理 时 上 位 于 上 半 
平面 Imp 之 9， 这 里 我 们 将 不 仔细 研究 映 纱 P(E) 及 其 逆 映 
象 ELp) 的 解析 性 质 . 


$ 9. 有 限 带 势 与 KdV 解 的 精确 公式 
同上 述 一 样 ， 设 x(x) 是 薛 定 谓 算 子 = 一 2Q?/ax’ 十 
u(x) 的 4 带 势 ; 谱 BEo，E,，.….， 确 定 一 个 超 椭圆 黎 曼 曲面 
T(7 十 R(E) = 0);(7j, 士 ) 是 布 洛 赫本 征 函 数 oz(x， Xo, 
E) 在 了 上 的 零点 和 极点 ， 对 于 势 我 们 有 表达 式 (4.19): 
u(x*) 一 一 2 Sr) + D2, E,. 


同样 曾 得 到 关系 式 (8.16); : 

i(x 一 x0)U, 尘 Dt 
对 > 一 2 的 情形 ,参数 7;、7; 关 于 x 的 动力 学 方程 (5.3) 正 好 
同 在 重 陀螺 理论 中 柯 瓦 列 夫 斯 基 情 形 的 方程 《关于 时 间 ) 一 
样 ( 这 种 方程 的 变量 是 由 她 在 研究 重 陀螺 理论 中 找到 的 )( 参 
看 著作 3). 在 亏 格 为 w 的 曲面 TT 上 ,公式 (4.19) 中 的 势 u(x) 
是 通过 + 个 点 集 (7s, 土 ),…,(7Y,, 土 ) 所 构成 的 最 简单 的 
对 称 函 数 7; 来 表示 的 . 而 由 曲面 了 的 = 个 点 的 集合 所 构 
成 的 全 部 形 如 避 7;,……………7i 的 对 称 函数 , 则 借助 于 阿 贝尔 代 
换 (8.20) 确定 成 = 个 复 变量 的 且 相对 点 阵 (7.31) 为 2” 周期 
的 亚 纯 函数 . 在 关于 9 函数 的 标准 文献 中 (参看 Kratzer A. 
Lehrbuch der Thetafunktionen，Laipziq: Teubner，1903), 给 出 
这 种 对 称 荔 数 通过 6 函数 的 表达 式 , 在 [22] 中 利用 到 这 种 表 
达 式 . 由 此 得 到 势 x(x) 的 公式 .不 过 ,对 于 最 初 的 对 称 多 项 
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式 来 说 , 公式 的 形式 可 作 重 大 改进 。 结果 发 现 可 以 通过 黎 曼 
6 函数 得 到 简单 的 表达 式 ， 
ux) 一 一 2 2 In6((x — x)U + K+ CT), (1) 


式 中 的 常数 C(T) 和 Ks 的 值 下 面 将 给 出 . 
下 面 让 我 们 写 出 黎 曼 9 函数 的 基本 解析 性 质 ， 在 推导 公 
式 (1) 时 ,要 用 到 这 些 性 质 。 我 们 来 研究 一 个 复 变 量 的 多 值 
纯 数 : 
0 (is) Bt) Ut gi ) HE), (2) 
式 中 
P = (E, 士 )， Bi 一 -> 2; 十 Xi 一 py Y， B io. 


沽 数 f(E) 在 区 域 r 中 是 单 值 的 , 其 中 o 是 用 所 有 闭 链 a;, 5b; 
来 剖 分 曲面 了 所 得 到 的 区 域 (图 14)。 这 时 函数 AE) 在 o 
上 恰好 有 2” 个 零点 ; 这 些 零 点 原来 恰好 等 于 给 出 阿 贝尔 积分 
之 逆 的 雅 可 比 问题 的 解 的 点 集 [7.(x)，*'*'，7Ys《x)] (参看 
[21])。 对 雅 可 比 问题 的 解 ,在 [21] 中 给 出 一 种 算法 ,这 种 算 
法 要 求 对 表达 式 Ed1lnf(E) 沿 0 的 边界 作 积 分 ， 从 中 得 到 代 
数 方程 组 ,其 中 


图 14. 将 环 面 (号 格 8 一 1) 治 闭 链 xis b: 切 开 ,使 环 面 变 成 方形 . 
Drie) ~ DP EG,—re{Ednf(E)}. (3) 
iml « “4 
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把 (3) 同 (4.19) 比较 ,我 们 得 到 势 的 公式 ， 
u(x) 一 2 res{ Edinf(E)} t+ C(T), (4) 


式 中 
cD) — DE -2 站 FEO 


为 了 推出 基本 公式 (1)， 必须 算 由 在 点 二 co 处 的 留 数 ,在 曲 
面 T 上 点 8 二 oo 处 的 局 部 坐标 为 zx 一 1/V 五 ， 按 定义 ,我们 
有 


1 Sy\. 2,.-sBln0 Onx J 
Edlnf (E) > 2x Be BE 
~ -27 2 zz， (5) 
式 中 一 |, P 一 (E, 土 ). 和 在 $7 中 指出 的 一 样 , 设 
Gi (cE t+ ct) dE (CE 一 五 
a=0 


当 一 co 时 我 们 有 


clE"-! 十 。.。 十 Cw A clE-? (1 可 do EF-i di E™?) 
2 2 
II (E 一 E.) 
2 "一 刍 _ do ~ 
十 ci 已 《 EE 1 ). (6) 


村 Edlnf 由 此 得 到 
dinf 1 一 一 0ln0 
Edz 2dz > ( 《十 ) ， (7) 


2 BT 
式 中 nt | ht Cx — x)Ur+t gt P 一 (FE, 十 ). 因 在 


5 上 函数 8ln90/6%4 在 点 x 一 0 (或 了 一 oo) 处 是 正则 的 ? 
因此 我 们 求 得 
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res (Edlnf (E)) 一 (一 2 0 lng cl ] 
Emw Oz On x / #=0 


,;, 人 
= 4 CiCi ino0。 8 
分 OniOn; ( ) 
在 点 sz 一 0(E 一 co) 的 邻 域 由 ,我们 有 
~ < ， 好 ~ 一 2ckdg。 (9) 
和 
其 次 ,把 恒等式 (参看 [24]) 
Ui 一 — 2nick (10) 
同 公式 (8) 比较 ,最 后 我 们 得 到 
s(x) 一 一 2 -二 ing， ,1) + CT), 
dx 
(11) 
CCT) 一 > ,Fo 一 2 > 中 EG,, 
a g=1l” 09 
式 中 
me 一 | G+ Ce — sO) Ut gr. (12) 


把 公式 (11) 同 $8 的 结果 比较 ,最 后 我 们 得 到 Kdy 有 限 
带 解 的 普遍 公式 : 
u(x,1) ~ 一 2 lInO({(x — xoOU + Vit Kk) + CcC(T). 


Ox’ 
(13) 


5 10. KdV 的 若干 个 特 解 


1. 多 孤子 解 ， 在 构造 KdV 方程 的 诸 有 限 带 解 ux) 中 
间 , 其 中 有 一 个 极限 情况 ,这 就 是 当 |x| -> co 时 存在 著名 的 
(参看 第 一 章 $3) 衰减 快 的 多 孤子 解 。 但 问题 在 于 ,这 种 巷 定 
谓 方 程 的 无 反射 势 可 以 作为 周期 为 工 的 周期 性 (和 准 周期 性 ) 
势 urbx) 在 了 -> co 的 极限 情形 下 得 到 ,在 这 种 极限 情形 下 带 
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上 


的 数目 并 不 改变 . 当 工 一 co 时 , 诸 有 限 大 小 的 准许 带 皮 聚 

成 一 些 分 立 谱 的 孤立 点 ,而 无 限 大 准许 带 的 边缘 收缩 成 零 . 
上 述 事实 用 黎 曼 曲面 的 语言 来 讲 ， 这 相当 于 出 现 以 下 

情形 《曲面 Tz 的 形式 为 六 一 | (CE 一 ET)): 当 了 一 co 


时 ,[ Eo(T), E.(T)], [ET), E,(T)], “*“*3 [Es_2(T), 
Exm-T 了 )] 等 诸 支 点 对 儿 相 互 接近 ,而 Ex《T) 一 0. 除 此 之 
外 , 当 了 一 co 时 , 黎 曼 曲面 退化 为 有 理 的 { 和 一 E} 一 To， 
并 且 这 些 对 儿 的 极限 位 置 正 是 
Eco) 一 Boo ) 一 —ki, 
因此 黎 曼 曲面 方程 本 身上 具有 下 面 形式 : 
多 一 已 (E+ 


- 
一 昨 


而 对 零点 集合 71，…… ,了 7， 来 说 ,方程 (5.3) 和 (5.25) 这 时 其 
有 下 面 形式 ; 


六 一 一 和 Jr 一 zy 
本 二 — YR) 1 
| 1 (1) 
83 (2 yy 一 $328) ， 加 

7i 一 一 和 5 (7; 一 igg) Vri. 


kj 


求解 这 些 方程 是 容易 的 ， 从 而 得 到 多 孤子 解 的 公式 (第 一 章 
$3)， 同时 在 公式 (9.13) 中 ， 可 通过 黎 曼 8 函数 直接 弄 清 
了 一 co 时 的 退化 情形 : 即 当 了 一 co 时, 我们 从 公式 (9.13) 
恰好 得 到 通过 行列 式 人 的 二 阶 对 数 导 数 来 表示 多 孤子 解 的 公 
式 (1.3.5) 

采用 高 阶 KdV 定 态 问题 (2.3) 的 语言 ， 也 可 以 这 样 讲 : 
这 些 解 乃 是 极度 退化 的 可 分 离 类 型 ， 
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VS 


当然 ， 寻 求 多 孤子 解 可 不 必用 种 种 本 未 倒置 的 反 推 
(a posrerion ) 方法 来 说 明 , 因 为 这 些 解 是 指数 函数 的 有 理 表示 
(可 用 这 种 形式 来 找 孤 子 解 ). 

2. 以 有 限 带 势 为 背景 的 孤子 . 可 能 有 这 样 的 情形 : 当 
7 一 oo 时 , 黎 曼 曲 面 Ty 仅仅 部 分 地 退化 , 即 部 分 的 支点 对 ， 
Wn[ E,(T), Ezr.《T)]1( 其 中 1 = 10» “*"s 1 9 K < 7 一 1) 在 
T 一 co 时 才 聚 集成 孤立 点 一 如。 相应 的 诸 势 wrx) 当 了 一 
oo 时 退化 为 势 ww(x)， 而 这 种 势 即 we(x) 在 x > 士 oo 的 情 
形 下 存在 有 限 带 的 浙 近 形式 .这 恰恰 表明 , 存在 带 数 为 4 一 
# 一 的 两 个 有 限 带 势 u(x) 和 w_(x)， 使 得 


U(x) — ux) —>0 (rr 一 十 oo)， 
U(X) — ux)—>0 (rx—— 00). 


这 两 个 有 限 带 势 w(x) 有 共同 的 谱 ， 这 种 谱 为 下 面 形 式 的 黎 
曼 曲 面 T: 


”= J (£— E.). / (2) 
a2i 0 
21 7+ 


不 过 这 两 个 势 wi(x) 是 有 差别 的 。 如 果 PI ，…, Ps 是 
w+(x*) 的 布 阁 赫 阅 数 的 零点 集合 , 其 中 py 一 (之 ;(x%), 十 )， 
那么 势 x_(x) 的 零点 集 P17?，…'， Pe 将 为 下 面 形 式 : P77 
(7i， 一 )。 仅 在 势 为 偶 丽 数 情形 , 即 w(x) 一 ui( 一 x*) 我 们 
才 有 4; 一 x-. 对 这 种 情形 , 充 要 条 件 是 使 对 所 有 7 一 1，……， 
n 一 来 说 ,了 7; 处 于 文 页 的 端点 处 . 

诸如 uw(x) 这 类 势 生 成 KdV 方程 的 解 x(x* 1)、 把 这 类 
解 叫 做 “以 有 限 带 为 背景 的 多 孤子 解 ”; 而 这 些 w(x) 势 本 身 
叫做 “以 有 限 带 为 背景 的 无 反射 势 "， 这 些 无 反射 势 成 为 高 阶 
KdV 定 态 问题 的 可 分 离 解 . 

方程 (5;3)、(5.25% 具 有 下 面 形 式 ; 
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74 一 TT Dy (1 (7y 一 DO 
Pe 


x 本 (7, — Es), 
8i( 35) ri — DE, 
A 站 于 一 了 (0 ) 


9 二 | 


x TT Gs— E.). 3) 


arlis 


对 4 一 一 1 的 单 带 情 形 ; 椭圆 公式 参看 Ky3seuo8 E. A.， 
Muruxatiros A. B. T37p, 1974, 7T. 67, 8bin, 11. 
3. 顶 圆 函数 解 . 除了 上面 1, 2 点 所 指出 的 简 并 型 解 之 
外 ,还 存在 一 些 KdV 方程 的 非 简 并 解 以 及 用 椭 辆 光 数 来 表示 
的 有 限 带 势 让 我 们 回忆 一 下 ,简单 ( 极 浅水 ) 波 型 z(x 一 cz) 
的 最 简单 解 具 有 维尔 斯 特 拉 斯 椭 贺 函数 的 形式 
u(x+— ct) = 28(x— ci) 一 c/6， 
du 
0 | 一 (4) 
大 家 知道 ， 复 变量 * 的 函数 久 (x) 是 实 周期 为 了 工 和 虚 周 期 为 
7 的 双 局 期 性 函数 ,其 中 
T=b/U, T’ = 2xi/U,. (5) 
而 上 共有 黎 受 曲面 为 T( 一 I (FE 一 Eo))、 让 应 等 受 时 降 为 
(2i61,, bea) 
的 一 般 有 限 带 扫 xx)， 则 具有 实 周 期 集合 
Ti! 一 DO PiU;, bisbss 一 51 (6) 


T4 = 2ri/Us, - (6") 
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因此 ,这 种 形式 的 势 wx) 为 复 变 量 * 的 准 周期 性 函数 ， 对 于 
势 在 实 轴 * 上 为 局 期 性 情形 来 说 ， 充 分 而 且 必要 条 件 得 满足 
= 一 1 个 整数 关系 : 


DD marTs = 0, k=1,..., nC—1. (7) 
4=1 : 


不 过 从 关系 式 (7) 还 得 不 到 有 关 虚 周期 Ty 的 任何 关系 式 . 所 
以 势 x(x) 将 是 复 变 量 * 的 准 周期 性 函数 . 为 了 使 势 是 双 周 期 
性 的 ,从 而 用 椭圆 水 数 来 表示 , 则 充分 且 必 要 条 件 还 得 使 虚 周 
期 满足 7 一 1 个 关系 式 : 


SmiTs = 0， 《一 1， .70 一 1. (8) 


好 一 工 


所 有 # 带 势 的 总 和 构成 32 十 1 维族 〈2” 十 1 个 支点 或 带 的 
边缘 再 加 上 已 知 谱 的 = 个 参数 ). 考虑 到 平凡 的 变换 x 一 u 
十 const 及 对 实 周 期 和 虚 周期 的 加 一 2 个 关系 式 (7) 和 
(8), 我 们 看 到 , 椭圆 浮 数 势 应 以 精确 到 附加 常数 范围 内 来 构 
造 不 高 于 (wn 十 2) 维族 . 

周期 群 的 关系 式 (7) 和 (8) 仅 由 曲面 T 来 确定 。 所 以 
从 任何 一 个 # 带 椭圆 势 出 发 ， 当 这 种 势 随 时 间 运 动 借助 于 任 
何 一 个 高 阶 KdV 时 ,将 重新 得 到 椭圆 势 。 我 们 知道 以 下 的 ” 
傍 顶 圆 Larmnt-Ince 势 ， 


Wn) 二 + Dr) ~— n(n + 1)8 (x). (9) 


这 族 势 的 谱 依赖 于 两 种 参数 ( 除 附加 常数 外 )。 这 样 一 来 , 在 
解 各 种 各 样 的 高 阶 KdV 的 柯 西 问题 时 ，, 我 们 便 从 Lame-Ince 
势 中 得 到 (” 十 2) 维族 的 带 椭 圆 势 .我们 不 知道 是 否 存 在 
椭圆 势 的 其 它 族 ， 

现在 研究 *# 一 2 的 情形 ， 势 x(x) 一 6&(x) 的 谱 有 下 面 
形式 : 
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Eo= 3e, FE, = —(3g,)1, FE, == 3e,» 
Es = (39,)i, E, = 3e3, 4e}— gei—&— 0 
1 一 1，2，3. (10) 
让 我 们 来 解 带 有 初始 条 件 为 x(x,， 0) 一 68(x) 的 KdV 方程 
的 柯 西 问题 。 所 有 这 族 椭圆 函数 势 将 有 下 面 形式 (参看 [16])7): 
u(x 一 xos1) 十 const, (11) 
式 中 w(x,0) 一 68 (xz). 
我 们 事先 就 知道 ， 作 为 以 前 所 得 结果 的 推论 ，KdV 的 解 
将 是 椭圆 函数 。 利用 这 一 事实 和 初始 条 件 , 经 过 基本 计算 得 
到 


u(x, 1) 一 2 28 (x 一 oi(t)), (12) 
式 中 


V1 dz 
之 .0 12(g; — 38? (2))3 


“PP — 6%) (13) 


+ [g; — 38’(0, — @)1t}. 
这 里 所 找到 的 KdvV 方程 的 精确 解 力 是 这 样 的 三 个 简单 波 之 
和 , 即 这 三 个 波 在 运动 中 不 改变 波形 ,但 它们 有 很 复杂 的 关联 
位 相 (cKkopperiaposaHHple 中 a3bl) ai(z)。 显然 ,从 解析 观点 来 
看 ,这 是 KdV 的 最 简单 的 非 简 并 双 带 解 。 
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第 三 章 ”进一步 发 展 构造 可 积 系统 
及 其 解 的 方法 


在 第 一 章 所 阐明 的 经 典 逆 问 题 方法 使 我 们 能 解 x 一 土 0 
时 系 效 衰减 快 的 方程 ,这 是 因为 在 求解 这 类 方程 时 ,我 们 实质 
上 只 利用 了 构造 散射 理论 所 必须 的 实 轴 上 的 渐 近 区 域 . 本章 
我 们 将 重新 建立 - -种 逆 问 题 方 法 。 它 使 我 们 能 构造 可 积 方程 
的 某 些 定 域 解 , 也 即 在 每 一 点 (x, z) 的 邻 域内 的 解 ， 这 种 重 
新 建立 的 逆 问 题 方法 非常 有 用 , 它 还 能 拟定 一 条 普遍 的 路 子 ， 
以 便 构 造 即 可 能 可 积 又 能 找到 精确 解 的 方程 系统 . 


$1. 正则 黎 受 问题 


一 个 经 典 的 复 变 函数 理论 问题 , 即 训 知 的 黎 曼 问题 ,在 这 
种 重新 定义 的 方法 中 起 着 核心 的 作用 .用 下 面 方法 来 定义 黎 
曼 问 题 . 假设 在 复 变 量 1 的 平面 上 给 定 一 个 闭合 通路 了 ， 它 
可 能 通过 无 穷 远 点 ,同时 还 假设 在 此 阴 政 上 给 定 一 个 矩阵 CN 
阶 ) 陆 数 G()。 要 求 构造 一 个 在 再 路 了 内 部 为 解析 的 乍 阵 
部 数 g.(4) 和 一 个 在 此 巡 路 外 部 为 解析 的 窍 阵 泛 数 4,(4)， 
并 且 要 求 上 和 峰 在 此 通路 上 满足 下 面条 件 : 
p11) = G(1)， (1) 
显然 , 黎 曼 问 题 的 这 种 解 并 不 是 唯一 的 . 例如 ,如 果 由， J; 是 
某 一 这 种 类 型 的 解 ,而 8 是 任意 与 4 无 关 的 非 退 化 矩阵 孔 数 ， 
那么 8，g ga 这 一 对 算 阵 函数 仍然 是 具有 同样 印 数 G(X4) 
的 黎 曼 问题 的 解 . 
为 了 应 除 这 种 非 单 值 性 , 则 必须 对 黎 曼 问题 进行 归 一 化 ， 
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为 此 事先 得 对 函数 上 或 者 心 在 其 解析 区 域 的 某 一 点 上 给 定 
一 个 鸽 . 因此 这 种 氮 和 函数 的 不 同 选 择 便 对 应 黎 曼 辣 题 的 不 
同 归 一 化 . 在 大 多 数 情形 中 ， 我 们 将 考虑 在 无 穷 远 点 归 一 成 
单位 定 阵 的 归 一 化 .我 们 把 这 种 归 一 化 称 作 标准 归 一 《cano- 
nical ) 。 

下 面 让 我 们 假定 函数 yg 和 4; 在 它们 各 自 的 解析 区 域 处 
处 不 退化 ,也 即 detg, 关 0，detg; 0。 对 这 种 情形 的 黎 曼 问 
v 题 称 之 为 正则 的 (regular)。 具有 已 知 归 一 化 的 正则 黎 曼 问题 
的 解 是 唯一 的 ， 实 际 上 , 假设 4 你) 和 gH， gp 名 是 正则 黎 
曼 问 题 的 两 个 解 。 于 是 ,在 过 路 上 我 们 有 

pp = op. 

让 我 们 来 研究 函数 X04) 二 [gCG4)]1G0(0) 一 (20) 
[62 (2 一， 把 这 种 函数 从 通路 工 解析 延 拓 到 整个 复 平 面 ， 
而 根据 刘 维 定理 它 等 于 常数 ， 在 固定 好 归 一 化 之 后 ， 就 意味 
着 XX 三 1. 

正则 歼 曼 问题 的 解 妇 结 为 在 过 路 上 所 确定 的 奇异 积分 
方程 组 的 解 . 例如 , 假设 在 过 路 了 之 外 的 某 一 点 1 处 将 黎 曼 
问题 归 一 化 ,并 设 

ps( No) 一 8. 

我 们 将 寻求 具有 下 面 形式 的 黎 曼 问 题 的 解 : 


(0 一 十 | 到 姑 在 通路 内 部 C2) 


bs(4) 一 天 十 ) ,2 dt 在 巡 路 外 部 ， 


于 是 ,从 归 一 化 条 件 我 们 有 


,| gs) 
Ah—p | es (3) 
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在 通路 上 ,根据 Coxomknaii-[Tlxew nb 公式 ,我 们 有 
-1 一 PE si 
pi 六 十 于 Eh 十 Pp(4), 


4.eT., (4) 
;一 有 十 EE ; 1p( 14), 


将 (3) 和 (4) 代 和 人 到 (1), 我 们 得 到 9 的 奇异 积分 方程 (1e T); 
s— | Ya + wig (TO) + WE ~ 0， (5) 


式 中 了 =(G 一 1U)-G 十 1)， 此 方程 的 解 便 给 出 正则 黎 曼 . 
问题 的 解 ， 对 于 最 简单 的 情形 ， 也 即 当 过 了 咯 取 为 实 轴 且 归 一 
化 为 标准 归 一 化 (% 一 g 一 1) 时 ， 方程 (5) 便 具 有 下 面 形 
式 : 


2 S| 人 gs + 1| + pO)T() = 0. C6) 


如 果 N == 1 且 加 和 由 为 数值 函数 (标量 情形 ), 那 么 正则 黎 
曼 问 题 允 许 有 显示 解 。 对 关系 式 (1) 取 对 数 , 我 们 有 
ln dj — ingi! = lnG. (7) 
因为 根据 正则 性 的 假定 ,函数 和 几 在 解析 区 域 没有 零点 ， 
所 以 它们 的 对 数 也 是 允许 表示 成 柯 西 积分 形式 的 解析 函数 . 
如 果 作 下 面 假定 , 便 满 足 方程 (7): 


in = pl 2 ImX 一 0， 
zz -oo 二 一 
， (8) 
ln gr -| InG(E) ge Im4 > 0, 
2xi:-~ EC—1 
由 此 可 见 
1 (~» iInG(8) | 
一 - 4 
9 ep| 二 | El 
(9) 
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公式 (9) 给 出 正则 黎 受 问题 的 可 解 性 条 件 的 一 个 表示 . 显然 ， 
可 解 性 的 充分 条 件 乃 是 (8) 式 中 积分 的 收敛 性 ,其 中 包括 函数 
G(4) 没有 极点 和 零点 ( 黎 曼 问 题 的 零 指 数 (index))。 在 和 矩阵 
情形 中 ， 黎 曼 问 题 可 解 性 条 件 比 较 复杂 , 仅 要 求 矩 阵 函数 
G(4) 有 界 和 非 退化 看 来 是 不 够 的 ， 例 如 , 正 象 在 [25] 中 曾 指 
出 的 那样 ,要 求 ReG > 0, 也 即 要 求 在 过 路 了 上 对 所 有 1 值 ， 
矩阵 G(1) 的 实 部 为 正定 才 是 充分 的 . 下 面 , 如 果 事 先 不 作 
相反 声明 ， 我 们 将 处 处 假定 正则 黎 曼 问题 是 可 解 的 . 正 象 我 
们 已 经 知道 的 那样 ,在 这 种 情形 中 ， 加 上 归 一 化 条 件 之 后 , 正 
则 黎 曼 问题 便 是 单 值 可 解 的 . 


$ 2 具有 零点 的 黎 曼 问题 


如 果 惩 阵 函 数 %(2) 在 点 4 一 h 处 的 行列 式 等 于 零 
(dety(z1o) 一 0)， 那 么 我 们 将 说 它 在 此 处 有 零点 . 显然 ,在 此 
点 上 闭 托 阵 函 数 存在 奇 点 ~ 一 有 限 阶 的 极点 .我 们 将 称 零 把 
1 一 加 是 简单 的 ,如 果 这 个 极点 的 阶 数 等 于 1 的 话 , 也 即 如 果 
在 后 4 加 的 邻 域内 有 下 面 展 式 : 


(1) 


而 函数 上 本 身 在 4 一 和 的 邻 域内 有 下 面 展 式 : 

(1) 一 互 十 DG 一 1o) 十 … (2) 
AB= BA= 0, 
AD+CB=BC+DA=1. (3) 
在 标量 数值 函数 的 情形 中 ,显然 B 一 0， 而 点 4 一 ju 乃 是 
商 数 %(4) 通 请 意义 的 零点 . 
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我 们 正 是 从 审核 这 一 情况 开始 来 研究 具有 诸 零 点 的 黎 曼 
间 题 .我 们 将 假定 黎 曼 问题 的 归 一 化 是 标准 的 . 设 冰 数 几 在 
通路 了 内 部 是 解析 的 , 且 在 了 内 有 ?= 个 简单 零点 4,，……, 4,， 
而 了 约 数 $, 在 过 路 外 部 是 解析 的 , 且 在 避 路 外 也 有 个 简单 零 
所 扩 ，"*…*， pr， 并 且 还 设 任何 一 个 零点 ti pe; 崩 不 在 通路 工 


上 . 
下 面 让 我 们 研究 辅助 函数 
7 TL pe 
人 有 i (4) 
~ yy 
六 LI ph (5) 


这 两 个 函数 同样 是 解析 的 ,不 过 它们 业已 不 存在 零点 . 显然 ， 
(00) 一 pa(00) 二 1 并 且 在 多 路 T( 这 里 两 个 函数 如， 也 
有 定义 ) 上 ,有 9; 一 pi 一 G。 由 此 可 见 ， 关于 确定 函数 
os 几 的 问题 是 正则 黎 曼 问题 ,因而 它们 由 公式 (1.9) 给 出 . 
这 个 例子 表明 , 当 存 有 零点 时 ， 黎 曼 问 题 的 唯一 性 被 破坏 ,这 
是 因为 除 需 给 出 函数 CG ,通路 了 和 归 一 化 外 ,还 必须 给 出 零点 
的 分 布 . 让 我 们 注意 到 ， 只 要 在 过 路 内 外 零点 数目 相同 ， 那 
么 具有 零点 且 在 无 穷 远 处 具有 单位 归 一 化 的 黎 曼 问题 是 可 解 
的 . 

间 正 则 黎 受 问题 不 同 , 带 有 零点 的 黎 曼 问题 ,即使 函数 G 
在 如 路 上 和 恒 等 于 1, 也 是 有 意义 的 .对 于 这 种 情形 , ,二 1/ 由， 
晤 数 y, 的 零点 是 函数 如 的 极点 ， 从 而 求解 黎 曼 问题 便 归 
结 为 按 它 的 零点 和 极点 来 构造 亚 纯 解析 沙 数 的 问题 。 在 一 般 
情形 中 ,可 把 求解 黎 曼 问题 划分 成 两 部 分 ,构造 具有 给 定 奇 点 
的 有 理解 析 函 数 和 求解 正则 黎 曼 问题 . 

现在 让 我 们 着 手 研究 矩阵 情形 。 对 矩阵 情形 ， 非 平凡 的 
业已 是 按 零 点 和 极点 来 构造 有 理 冰 数 的 问题 。 下 面 我 们 先 从 
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函数 具有 一 个 零点 和 一 个 极点 的 这 一 最 简单 情形 开始 . 

假设 令 函 数 由 和 $; 有 下 面 这 样 一 些 条 件 : 心心 一 1， 
bi(co) 一 (00) 一 1， 其 中 函数 由 在 点 1 二 和 处 有 唯一 零 
点 ,而 函数 内 在 点 1 一 mm 处 有 唯一 零点 ， 要 求 找到 函数 血 、 
的 一 般 形式 . 

让 我 们 注意 到 ，g, 的 零点 同 $; 的 极点 相同 ， 而 4， I 
点 同 几 的 极点 相同 。 所 以 函数 pp, 和 ,各自 总 共存 在 一 
极点 ,从 而 它们 的 最 简 分 式 展开 式 有 下 面 形式 : 

A, A, 
lt lt (6) 


从 vp = 1 得 到 


+ 二 +- 全 42 一 ) 一 1. 
4 一 mo 4 一 4n 


我 们 把 此 乘积 分 解 成 简单 分 式 得 到 
Tr 
由 此 得 到 4 一 一 4 以 及 

Ai= (tl poP, A;= (CO— po)P, 
式 中 PP 一 PP. 

可 以 把 矩阵 41、4; 看 成 是 复 NN 维 空间 C” 的 线性 算 子 
矩阵 .显然 ，P 是 茶 一 投影 算 子 的 矩阵 .这 个 投影 算 子 可 具 
有 一 定 程 度 的 任意 性 ,以 致 元 借 它 的 这 种 任意 性 ,借助 定 阵 汰 
数 和 和 几 的 零点 位 置 来 反 求 出 它们 ， 央 和 咽 的 显 式 表达 
式 有 下 面 形 式 : 

A 


由 一 1 一 名 一 如 P， =1 二 《二 如 p. (7) 
4 一 po Fr 一 40 


4 一 一 0. 


(24o) 一 pa p01) =1—P= 8,. 
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今后 为 了 方便 ,我 们 将 在 C* 空间 中 使 用 线性 代数 庄 言 . 
假设 在 此 空间 中 给 出 某 一 线性 算 子 吕 ,我 们 用 ker7 表示 算 
子 U 的 核 。 所谓 算 子 的 核 是 指 由 C* 中 这 样 一 些 向 量 组 成 
的 集合 ,这 些 向 量 在 算 子 U 的 作用 下 变 成 零 . 而 用 ImU 来 表 
示 算 子 U 的 象 . 所 谓 算 子 上 0 的 象 是 算 子 U 作 用 于 全 空间 C™ 
的 结果 . 显然, kerU 和 ImU 是 C* 的 线性 子 空间 ， 而 它们 的 
直接 和 组 成 整个 空间 CY. 后 一 事实 我 们 用 这 样 形式 来 表 
人: 

kerU ImU = CN， 
下 面 让 我 们 回 到 算 子 4 和 BB。 很 容易 验证 ,从 (3) 得 到 
kerA =ImB 及 kerB = ImA. 
了 村 空间 ker7 和 ImU 仅 对 退化 算 子 才 是 非 平 凡 的 ,而 在 非 退 
化 情形 中 detU 关 0。 kerU = 0, ImU = CN. 

一 般 来 说 ， 用 子 空间 kerU 和 ImU 来 表征 退化 算 子 并 
不 是 唯一 的 . 但 投影 算 子 PP ==P 例外 , 因为 投影 算 子 相当 于 
单位 算 子平 凡 地 作用 于 子 空间 ImP 上 . 所 以 投影 算 子 完 全 由 
它 目 己 的 象 和 核 来 确定 ， 还 要 注意 到 , 算 子 1 一 P 也 是 投影 算 
子 , 并 且 

.ker(1 一 PP) 一 ImP， Im(1 — P) = kerP. 
于 是 ,我 们 可 以 按 下 面子 空间 来 构造 公式 47) 的 投影 算 子 P: 
AN 一 IJmoi(1o)， M = kerg,(p) 
(在 本 情形 中 pi(N) = pz( p0) ). 

现在 很 明显 , 当 每 一 个 函数 ,6 都 有 个 零点 情况 时 
如 何 来 构造 这 两 个 函数 ?让 我 们 给 出 = 个 投影 算 子 己 ，- 
P, 并 让 我 们 来 构造 乘积 


,= (1 7 p 小 . (1 一 2 二 Pu， 
4 一 名 


hs — ptr ) ( 和 一 各 ) 
= {1+ 和 一 ep)-…(1 十 入 一 咎 p,). 
( 1 一 1。 "/ 2 一 和 


下 面 让 我 们 来 研究 在 点 4 一 4k，4 呈 AiK 处 的 中 和 op: 
Bi = p(N) = Ur(l — POVE, 


~ (9) 
Bi = hp) = VAC — POUR, 
式 中 : 
Ui 一 (1 hp p,): . (1 Mt ph pe- ), 
4 一 Aa hk 一 pk 
(10) 


4A+t 一 +1 hn 一 Ar 

均 为 非 退 化 矩阵 . 

设 Nuw 二 Im(1 一 Pi)，Mox 一 ker(1. 一 Pr)。 从 (9) 得 到 

Ni 一 Im 各 (2A) 一 UANVok， Mk = kerb( pt) 一 UrM ox. 
(11) 

显然 , 子 空间 Nox 和 Mo 之 交 为 空 集 ,而 它们 的 直接 和 组 成 整 
个 线性 空间 CN。 从 (11) 得 到 ,这 一 事实 对 于 子 空间 Nt 与 MA 
也 成 立 . 
根据 给 定 的 Ni 和 Mx 来 构造 矩阵 内 和 峰 的 问题 将 对 
以 后 起 重要 作用 . 于 是 ,假设 在 4 复 平 面 上 给 出 两 组 点 集 
1 ,4s 和 pa,"**, prs 以 及 给 出 两 组 子 空间 Ni 和 Mi, 其 
中 NDDM4 一 CY, 而 且 和 Ni 和 Mi 二 者 不 交 ， 要 求 构 造 这 
样 一 对 函数 J，y;,， 使 得 (gs(4) 一 1，Im 一 Ne 和 
kerp( px) 一 MA， 下 面 让 我 们 引进 两 种 方法 来 解 这 个 问题 . 

第 一 种 方法 是 构造 投影 算 子 Pk 的 递 推 方法 .我 们 假定 
ImP, = ker(1 — PP) = N, kerP, = Im(1 一 P) 一 M,. 其 次 ， 
假设 头 《 一 1 个 投影 算 子 已 经 构造 出 .这 样 我 们 就 知道 了 非 
退化 定 阵 Ux。 现在 确定 第 《个 投影 算 子 Pi 的 子 空间 可 从 公 
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式 (11) 求 出 : kerPi 一 M iU，ImPi 一 NAUD 最 后 由 公式 
(8) 给 出 如 和 Jg,。 第 二 种 方法 是 建立 在 将 函数 办， 展 成 
简单 分 式 的 基础 上 . 我们 假定 


Ee (12) 
4 一 px 


显然 从 这 里 有 ImA4 一 M4。 在 子 空间 MA 中 我 们 引 和 基底 
mk (1=1,..., qx). 于 是 , 算 于 Ak 可 表示 成 下 面 形 式 : 


(A)as — 5) (ml) XE) 


式 中 Xi 为 某 些 未 知 向 量 . 在 子 空间 Nk 中 我 们 也 引 人 基 底 ; 
假设 这 种 基底 由 下 面向 量 组 成 : 

nx(i 一 1 Pi) 办 十 4 一 和 
我 们 用 回 量 成 (1 一 1,…… ,4x) 将 这 种 基底 补足 为 全 空间 C™ 
的 基底 . 

下 面 让 我 们 用 任何 一 种 方式 在 C* 中 引入 标 积 (例如 , 为 
简单 起 见 , 将 标 积 定义 为 x》 一 写 x+oy。)》 并 要 求 在 这 种 标 积 意 
义 上 使 向 量 多 同 向 量 叉 正 交 : 

nint = 0， 


从 条 件 Ni; 一 Img,(44) 我 们 有 


p 
[Js = [Blo = > Go)Y)s. 013) 
由 此 得 到 关系 式 集合 
> (Eb) 1 一 0， f= 1,.…， 2 (14) 


2 


将 (12) 和 (13) 代入 到 (14), 我 们 得 到 向 量 Xi 的 线性 方程 
组 : 


. 4 ~ . 
说 十 > > fxg Xi 一 0。 (15) 
7 i=1 hit™— pa 
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从 (15) 求 出 Xi, 这 柱 我 们 就 完全 确定 出 东 数 内。 函数 yp 可 
用 类 似 方法 求 出 . 

下 面 让 我 们 再 回 到 具有 零点 的 黎 曼 问 题 ， 我 们 用 下 面 方 
式 简明 陈述 此 问题 .假设 在 1 复 平面 上 给 出 旭 路 TT 和 两 组 后 
集 : 1 ……，?。，( 在 通路 内 部 ) 以 及 py,…, kn( 在 避 路 外 
部 )。 除 此 之 外 , 在 授 路 上 定义 一 个 矩阵 柬 数 G(4) 和 给 出 两 
组 子 空间 Ni4 和 M4, 并 且 NA 四 Ms = 二 C， 要 求 找到 在 过 路 
内 部 为 解析 的 函数 g.(4) 和 在 退路 外 部 为 解析 的 水 数 $;， 且 . 
(00) 一 1， 而 在 过 路 上 (14)g(4) 一 G(1)， 此 外 还 要 
求 : 

Img (4) 一 Ni， kerp(1) 一 M,. 

为 了 求解 此 问题 ， 我 们 首先 用 上 面 曾 提出 的 两 种 方法 之 

一 来 构造 这 样 的 有 理 函 数 po(4), 使 得 
Imgo( 4) 一 Ni， kergpo' (pi) 一 Mi， 
并 将 $1, 四 ; 表示 为 
p= hb, b= pb. 
显然 加 和 5 分别 相应 于 在 巡 路 内 部 和 外 部 为 解析 的 且 是 非 
奇异 矩阵 水 数 . 在 避 路 了 上 
bP; = G = pr'Gpo. 

关于 确定 $1, 4 的 问题 曾 归 结 为 正则 和 拖 阵 黎 曼 问题 . 也 可 
以 直接 把 具有 零点 的 黎 曼 问题 归结 为 求解 代数 和 积分 方程 
组 . 为 此 我 们 把 ,$7' 表示 为 下 面 形式 : 


一 A 人 948)d 
几 + 
1 A: , 1 { 9(5)d5 
2 | +) 1 一 二 
上 一 个 公式 中 的 2 在 了 内 部 ， 而 下 一 个 公式 中 的 1 在 工 的 外 
部 。 
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正如 我 们 知道 的 那 桩 ，im 妈 4 一 Mk 因而 ,可 将 44 表示 
成 (13) 那 样 的 形式 . 对 点 2 一 44 作 重 复 以 前 的 讨论 , 我们 得 
到 X* 的 线性 代数 方程 组 : 
i 1 {| PG)at Hm) yi 0 (17 
二 二 2 x 9. (17) 
其 次 ,我 们 将 (16) 代 人 到 关系 式 
A 一 Gy7' (4), 
便 得 到 形 如 下 面 的 积分 方程 : 
工 [FeGS)eeds 1 (ml) Xkp 
| EO—1 二 1 十 之 4 wk 
+ To(1)go(1) 一 0， (18) 
式 中 了 一 (1 一 G)/(1 十 G) 是 和 捧 阵 G 的 Kamp 变换 。 方程 
《177):(18) 组 成 求解 具有 零点 定 阵 黎 曼 问题 的 完备 方程 组 . 


$ 3 一 阶 矩 阵 系 统 的 逆 散 射 问题 


下 面 我 们 将 指出 ， 怎 样 能 用 黎 曼 问题 来 求解 比 第 一 章 所 
研究 的 更 为 普 志 情形 的 逆 散 射 问题 ， 让 我 们 来 研究 下 面 的 谱 
问题 : 


—ipz = (J4+ U)oy. (1) 

式 中 J 是 给 定 的 常数 入 阶 对 角 窍 阵 ，U 是 对 角 元 为 零 且 与 x 

有 关 的 矩阵 .让 我 们 来 表示 这 个 事实 ， 把 矩阵 U 写成 下 面 形 
式 : 

7 ~ [J,0], (2) 


| vat la < oo. (3) 


假设 矩阵 是 实 的 、 非 退化 的 ,并 且 7 的 本 征 数 互 不 相同 .于 
是 : 
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Hl 
| | 
dn 


(表示 成 7 二 diaga;). 将 数 a; 按 递减 顺序 排列 起 来 : 
dd 

方程 (1) 的 解 是 由 入 个 元 素 p; 组 成 的 向 量 . 解 的 基本 先 
阵 pix 构成 解 的 完备 集 . 其 中 ，qpix 的 第 一 个 指标 表示 向 量 
分 量 的 指标 ,而 第 二 个 指标 表示 解 的 编号 , 且 detp 关 0. 如 果 
9 是 解 的 矩阵 , 那么 pR (其 中 R 一 R(14)，detR 了 0) 同样 
是 解 的 矩阵 . 这 里 R(4) 为 1 的 任意 非 退 化 矩阵 函数 . 今后 
为 了 方便 ,我 们 把 (1) 看 成 矩阵 微分 方程 .除了 (1) 以 外 ,研究 
以 下 同类 矩阵 方程 也 是 有 益 的 : 


i = $11 + U), (4) 
—igr = (J + U)g — 4g], (5) 
ix 一 几 (J1 UVU)— 1J4 . (6) 
显然 ,方程 (1)、(4) 的 任何 两 个 解 存在 下 面 关 系 式 : 
人 9 一 0 (99 一 G(1)). (7) 


特别 是 , 逆 和 矩阵 $ 一 p 满足 方程 4). 下面 矩阵 满足 方程 
(5),(6): 
4 = qe, $b 一 etilizg, (8) 
并 存在 关系 式 
Bx, px, 4) 一 czG(1)e ar。 (9) 
在 这 些 公式 中 ,，C(2) 为 和 的 某 一 任意 非 退 化 窍 阵 函数 . 
让 我 们 来 研究 由 下 面 渐 近 式 确定 的 方程 (1) 的 两 组 解 p+， 
(i > Orge "ks, 
(10) 
xz 一 >” 士 oo。 


这 两 组 解 的 每 一 组 都 是 基本 的 ,所 以 可 求 出 这 样 的 乍 阵 
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S(1)， 使 得 
q (x,1) 一 - q(x,4)S(4). (11) 
我 们 利用 熟知 的 恒等式 : 
i Indetp = Sp(J14 + U) = SpJ4 = i424, 


从 此 恒等式 得 到 

detp* = det ， 
及 
detS(1) 一 1. (12) 
系统 (1) 的 逆 散 射 问题 ,一 方面 是 按 给 定 的 矩阵 函数 5S(4) 有 反 
求 候 阵 冰 数 U(x)， 而 另 一 方面 还 得 曾 明 ,为 了 使 这 种 反 求 成 
为 可 能 ， 需 对 5S(4) 加 上 那些 要 求 ， 而 后 一 问题 并 不 是 平凡 
的 ,因为 矩阵 5(X) 所 含 的 元 素 要 比 U(x) 多 (U(x) 的 对 角 


元 等 于 零 ). 
下 面 让 我 们 来 研究 关于 甜 阵 5(4) 的 因子 分 解 问题 ,也 即 
把 此 矩阵 表示 成 下 面 形式 : 


S+ = SS ， (13) 
式 中 SS ,3 为 形 如 下 面 的 三 角 和 矩阵 : 
SS 二 
0 2 9 入 


有 前 本 和 呈 有 证 四 


(14) 


S ,，S 算 阵 的 元 素 可 由 (13) 得 到 的 基 些 线性 方程 组 的 解 来 确 
定 。 联 系 5S* 和 5 的 最 简单 一 个 方程 为 : 
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NN 一 SwwSNw。 (15) 
其 次 我 们 有 
SIN 一 SinSNN. 
对 于 导 SN_uw-， 和 Sw,v-: 产生 下 两 个 方程 : 
SN_UNw-i 一 Svw_uN-lSN_N -十 Sv_uvSNw-i 
(16) 
0 = SN,N_ASN-LN-! 十 SNJNSN,N-L. 
类 似 地 得 到 其 余 的 方程 .从 (153 和 (16) 还 可 看 出 ， 因 子 分 解 
问题 不 是 完全 单 值 的 , 即 5* 矩阵 的 其 中 之 一 ， 它 的 对 角 元 可 
任意 给 出 . 为 了 消除 这 种 非 单 值 性 ,可 以 这 样 选择 它们 ,使 得 
$+ 和 矩阵 的 元 素 完全 地 用 5 矩阵 的 元 素来 表示 . 于 是 
SNN 一 SNN 
SN_aN_ 一 SN_LNASNN 一 Sw_bwSwNw-is 
一 般 ， 
Sx 一 AN_kr (17) 
式 中 Ai 是 5 矩阵 的 有 阶 下 主 子 式 ， 这 时 , 按 归 纳 法 很 容易 
证 朋 
9kk 一 AN-4ks Au 一 ]|. (18) 
5* 定 阵 的 其 余 元 素 也 是 由 8 矩阵 的 子 式 所 组 成 的 .我 们 用 
S 碟 冬 关系 式 (11) 来 引入 新 的 矩阵 Xi: 
X+ 一 of+S+ 一 ps5-. (19) 
从 (19) 得 到 , 当 x 一 土 %% 时 ,X? 的 解 有 下 面 形式 的 "三角 渐 
江 式 : 
Xm —>0, 1 二 有 ， 
Krr > 人 AR-tHi(4)e ks, xr-> 十 9， (20) 
XA—>0, 1k 当 x 一 一 Co 时 . 
从 因子 分 解 问 题 的 单 值 可 解 性 得 到 , 上 完全 由 这 些 渐 近 式 确 
定 ; 同时 目 然 


Kir 一 AN-r(A)e kr x 一 > 一 OO。 
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在 构造 第 一 章 所 研究 的 逆 问 题 时 ， 由 类 型 (10) 这 样 的 渐 近 值 
所 确定 的 Jost 函数 的 解析 性 质 起 着 基本 的 作用 . 一 般 来 讲 ， 
对 我 们 的 情形 ， 函 数 pt(*x，1) 不 允许 从 不 的 实 轴 作 任何 解 
析 延 拓 . 但 非常 好 的 是 ,在 4 上 半 平 面 。 方程 41) 仍然 存在 解 
析 解 ,而 且 这 种 解析 解 就 是 根据 公式 (19) 所 引 人 的 X (Crz，1) 
和 矩阵， 
为 了 方便 ,代替 上 垂 阵 而 研究 系统 (5) 的 解 
p+ 一 Xte™ila, 

这 种 解 的 渐 近 式 除 对 角 元 外 同居 相同 (参看 (20)), 它 的 对 角 
元 有 下 面 新 近 形式 : 

prr > AN_kri( 1) 当 x 一 十 0 时 ， 

dkx 一 An-r(4) 当 x 一 一 00 时 ， 
下 面 我 们 证 明 $8 定 阵 满足 下 面 的 积分 方程 : 


db 一 | > U(x Px, A) ei CC 1 二， 
1 i 
bf 一 An (CD 一; | SU pax)dr, (21) 
*  ; 


pan= 一 ; | > Tc 下 (Ce Wei gr’, i > k. 
En E 
1 


实际 上 ,直接 对 公式 (21) 进 行 微 商 ,很 容易 证 明 系 统 (21) 的 解 
满足 方程 (5). 从 另外 一 方面 看 ， 很 容易 验证 ， 当 x 一 士 co 
时 , 邯 虑 到 (3), 从 而 实现 了 新 近 式 (20). 

现在 我 们 对 U(x)〉 加 以 截断 ， 即 假定 在 某 个 大 的 间隔 
(一 上 上 , 荆 ) 之 外 , 隐 数 DGx 六 一 0 因此 赴 阵 函数 p*(x, 4) 现 
在 成 为 下 面 柯 西 辣 题 的 解 : 

外 蕊 (zx 4) 一 bire kx | 一 4 (22) 

因而 ,pg*(x, 4) 是 4 的 整 绷 数 . 可 把 关系 式 (11) 改 与 成 下 面 
形式 : 
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S(1) = (g(x,1)) g(x,1). (23) 
p* 的 逆 矩 阵 是 具有 下 面 初 始 条 件 的 方程 (4) 的 解 : 
(ph(x, 1)) 一 ige AF | zo, 
从 而 这 种 逆 和 矩阵 也 是 4 的 整 函 数 ， 因 而 ，5(14) 为 4 的 整 轨 
数 ; 在 我 们 所 选择 的 因子 分 解 方 法 之 下 ，5* 息 阵 (以 及 同 它 
们 相 了 上 联系 的 X’) 同样 也 是 参数 1 的 整 画 数 . 
在 截断 之 后 ,方程 (21) 采 用 下 面 形式 : 


ek ) Fy U(x’ GR Cr’, Me dx ,1 
-LzL 
+ 一 . {T+ f 
J 一 AN-ta(D) 一 让 DD UC) GR 1d (24) 
党 i | 


J 一 一 并 Ee SACaj apr—x) pt (or » 。 
次 2 > ， Tii(x ea p(x 4)dx ,i> 角 . 
* 


在 1 为 实 的 情形 下 , 对 (24) 作 极 限 过 渡 工 一 co， 从 中 得 到 
(21). 但 在 1 为 复 的 情形 下 ， 作 这 种 极限 过 渡 的 可 能 性 并 不 
”明显 ， 因 为 当世 一 co 时 (24) 中 的 积分 可 能 发 散 。 注意 到 数 
mi 是 有 序 的 ( 即 如 果 i > 六 a; > a;) 从 而 我 们 证 实 , 在 4 的 上 
半 平 面 ,这 样 的 极限 过 渡 是 可 能 的 ;但 一 般 来 讲 ， 如 果 仅 仅 满 
足 条 件 (3) ,在 下 半 平 面 却 不 可 能 .这 就 意味 着 函数 4 寺 (x, 4) 
允许 解析 延 拓 到 4 的 上 半 平 面 。 
假设 Im4 > 0，|1121 一 oo。 从 (24) 我 们 有 

J 一 AR_tn6x 十 0(1/4). (25) 
当 x 趋 于 土 吕 并 利用 渐 近 式 (20), 在 14| ~> oo 情形 下 我 们 得 
出 下 面 结果 : 

Ar 一 At- 一 0(1/2)。 
又 因 Ar 一 1， 由 此 我 们 有 
Ak 一 1 士 OCL1/)2)。 (26) 

考虑 到 (26), 从 (24) 我 们 有 
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以 一 5 二 -二 0 (二 )， (27) 


或 者 
U 一 tim2[7,y 1. (28) 


公式 (28) 指 出 , 为 了 确定 口 只 须 求 出 当 4-> co 时 函数 $! 的 
渐 近 式 。 除 了 因子 分 解 (13) 以 外 ， 还 可 以 研究 下 面 的 因子 分 
解 : 

玉 - 一 SR ， (29) 
式 中 R-, R+ 是 形 如 (14) 的 三 角 和 矩阵 . 象 前 面 一 样 ,如 果 假 定 
R+(14) 矩阵 的 元 素 完全 依赖 于 5;;(4)、 那 么 这 种 因子 分 解 也 
是 单 值 的 . 这 时 RA 二 AX(4), R#& 一 At_.(4), 式 中 AX(4) 
为 S(4) 和 矩阵 的 上 主子 式 , 且 人 At 二 1. 

让 我 们 来 确定 系统 (1) 的 解 : 

x- 一 Rt 一 gtR-. (30) 
重复 上 面 所 作 的 讨论 可 以 证 明 ; X-(x,4) 以 及 和 一 Xe 
和 子 式 At(2) 允许 解析 延 拓 到 下 半 平 面 并 且 存在 这 样 一 些 
新 近 值 : 

0 一 6 十 OO)， | 

Axz—>1 十 O(1/1)， (31) 

114| — 00,Im4 一 0，. 
现在 让 我 们 回 到 方程 (4》。 用 下 面 渐 近 值 来 确定 方程 (4) 的 
解 9+*: 

(GE 一 > ie oi, zx 一 士 co。 
让 我 们 用 下 面条 件 来 引入 5 矩阵 ; 
$ 一 S881. 
显然 ，$+ 一 (p+)"1,，5 一 51。 因为 detS 一 1， 所 以 $ 抵 阵 
的 元 素 完全 通过 § 矩阵 的 元 素来 表示 . 
下 面 让 我 们 研究 $ 矩阵 的 两 个 完全 因子 分 解 : 
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式 中 
3 一 (SIA-， $= ($A; 
K+ = (RI)-IAt, 多 -一 (RD)At 
式 中 
N—1 
A- 一 det9 = det$+ = [| Ax, 
二 1 
(33) 
N—1 
A = detR™ =— detR' — TI At。 
=1 
让 我 们 来 确定 方程 (4) 的 两 组 解 : 
Xt 一 SO+ 一 人-， 
_ ~ ~ (34) 
Y= rg- — Kgt, 


以 及 方程 (6) 的 相应 解 : 
pt rr er2/xXt 
显然 ,函数 XY+ 在 参数 4 的 上 半 平 面 是 解析 的 ， 而 "在 参数 
4 的 下 半 平 面 是 解析 的 ,并 且 同 X+ 一 样 ,在 无 穷 远 处 , XX 为 
单位 矩阵 . 
对 于 和 矩阵 由, 少 之 积 ,按照 公 式 (9) 我 们 有 
中 -+ 一 ciyaxzCGCi (A) ei 
~ . (35) 
pp ss exG,(A)e Mr, 
式 中 
G(4) = R+(1)S (74) =— R-(1)S+(N), (36) 
G:(1) 一 S (1) R(X) = $+(1)R (2), 
公式 (36) 给 出 求解 (1) 的 逆 散 射 问题 方法 ， 即 必须 先 按 5(7) 
求 出 G1 矩阵 的 其 中 之 一 ， 这 归结 为 求解 有 限 个 线性 代数 方 
程 ,然后 求解 属于 每 一 个 * 的 黎 曼 问题 (35) 的 其 中 之 一 ， 在 
两 种 情形 中 的 退路 工 尼 为 实 轴 ， 而 且 黎 曼 问 题 的 归 一 化 在 这 
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两 种 情形 中 都 是 标准 的 一 一 当 1 = co 时 妇 一 成 单位 矩阵 . 
假设 N 一 2。 于 是 


Sy 5 
3 一 | |， 3192 一 Sai = 1, 


S21 Sn 
作 因 子 分 解 ,我 们 得 到 
人 
0 922 ” 一 %21 1 ” 
~ “S$ 一 人 ~ 1 0 
和 + 一 | 22 12 | 入 一 | | 
0 1 2 S» 9 1 
1 4 4 0 
R+ 一 | “| R- 一 | 11 | (37) 
0 S11 Ja 1 “ 
| 
0 1 ? — Sy Su 
1 S12 1 一 
G = | 12 | G6, 一 | 12 | 
—Sn 1 M 21 1 


分 析 公 式 (37) 可 以 得 出 一 个 重要 结论 。 即 , 在 黎 上 党 问题 中 的 
Gi, 和 G; 矩阵 仅 含 有 5 矩阵 的 两 个 元 素 , S13 和 62,， 这 正好 同 
U 矩阵 的 非 零 元 素 个 数 相同 。 所 以 按 Gi 或 G; 矩阵 反 求 § 甜 
阵 的 问题 不 是 平凡 的 . 求解 此 问题 时 还 必须 利用 S 对 角 元 的 


解析 性 质 ， 在 本 情形 中 ,元 素 Su 在 下 半 和 平面 解 机 :而 S2 在 上 . 


半 平 面 解析 。 在 一 般 情形 中 也 是 如 此 。G1,; 定 阵 含有 NAN 一 
1) 个 独立 元 素 ， 因 此 当 按 G6,,; 反 求 5 完 阵 时 ,必须 利用 3S 算 
阵 主 子 式 的 解析 性 质 ， 下 主子 式 在 上 半 和 平面 解析 而 上 主子 式 
在 下 半 平 面 解析 。 5 证 阵 主子 却 的 解析 性 质 和 行列 式 等 于 1 
等 条 件 同 黎 曼 问 题 可 解 侍 条 件 一 起 共同 成 为 确定 5 年 阵 充 分 
条 件 的 完备 集 . 但 证 明 这 一 事实 超出 了 本 书 的 范围 

上 上面 丙 个 黎 受 问题 是 等 价 的 ， 押 以 今后 我 们 只 讨论 二 者 
之 一 ， 例 恕 同 G《%) 乔 阵 相 联 系 的 黎 曼 间 题 。 但 这 个 间 题 不 
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一 定 是 正则 的 ,因为 子 式 At(2)，Ag(14) 在 它们 的 解析 区 域 
中 可 存在 有 限 个 零点 。 下 面 我 们 就 指出 ， 黎 曼 问 题 的 零点 同 
这 些 零 点 有 关系 . 
假设 势 U(x) 在 间隔 (一 L, L) 之 外 被 截断 ”, 并 且 子 式 
AN-k+ti 在 点 4 二 和 处 有 堆 点 。 于 是 三 角 短 阵 5S+ 在 此 点 上 是 
退化 的 ,其 中 sx 二 0 及 Su 也 等 于 零 .X 证 阵 也 是 退 
化 的 , 它 的 秩 等 于 和 N 一 1。 因 而 存在 唯一 的 向 量 <, 对 此 人 向量 
来 说 ，X ec 二 0， 我 们 利用 公式 (19) 并 约 去 非 退 化 矩阵 p ， 
Pp” 得 到 z 
Ste 一 0， Se 一 0. (38) 
从 3 ” 和 S57 和 矩阵 的 三 角 姓 很 容易 得 到 ， 向 量 < 总 共 只 有 两 个 
非 零 分 量 cr-1 和 和 ck。 由 此 可 见 , 当 4 二 时 
Xi 一 const * Xi. (39) 
现在 让 我 们 令 工 一 co。 这 时 公式 (39) 仍然 成 立 , 从 而 
证 明了 这 样 一 个 事实 : 1 一 te 也 是 黎 曼 问 题 在 上 半 平 面 的 零 
点 。 又 因 $+ 和 57 矩阵 是 由 5S+, S57 和 拖 阵 的 代数 余子 式 组 成 
的 ， 所 以 它们 同样 是 退化 的 ， 故 + 矩阵 也 和 它们 一 道 在 点 
1 一 处 退化 ， 按 以 往 ,X1+ 的 秩 仍然 等 于 N 一 1， 但 其 分 量 
之 间 的 线性 关系 之 普遍 形式 却 无 法 计算 ,这 是 因为 5,5” 给 
阵 的 所 有 对 角 元 ,除了 一 个 之 外 ,其 余 全 等 于 零 。 用 类 似 方 法 
确定 , 子 式 Ax 的 零点 同样 是 黎 曼 问题 在 下 半 平 面 的 零点 . 公 
式 (39) 表 明 ,在 主子 式 中 ,其 中 有 一 个 主子 式 ， 它 的 诸 简 单 堆 
尽力 是 黎 曼 问题 零点 的 一 些 极 特殊 情形 。 而 在 黎 曼 问题 简单 
零点 的 普遍 情形 中 ,和 矩阵 4* (以 及 相应 的 X*)〉 可 以 有 非常 强 
的 退化 一 存在 任意 秩 ;甚至 就 连 秩 等 于 N 一 ! 的 情形 , 它 
的 列 之 间 的 关系 也 可 能 存在 更 普遍 的 形式 。 为 了 实现 这 些 变 
形 , 必须 把 同一 点 j 变 成 若干 个 主子 式 的 零点 。 例 如 ， 为 使 
链 (33 ) 的 右边 含有 个 元 素 z 
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4 一 coXK 十 -… 十 cpXK+p， 
则 必须 使 以 下 个 主子 式 同 时 变 成 零 : 
AN-ht19 “> AN-k-p+iie 
今后 我 们 将 感 兴趣 的 仅仅 是 $2 中 所 研究 的 情形 ,在 这 种 
情形 中 , 黎 曼 问题 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 有 相同 的 零点 数 : 
det | 一 0， det 龙 -| 2, 一 0， 
(40) 
Im4, > 0， Imgn = 0， 
其 中 Xi 和 元 1- 和 插 阵 的 退化 需 次 相同 。 又 因 X+ 矩阵 
的 列 同 多 和 矩阵 的 行 之 闻 的 线性 联系 系数 显然 与 * 无 关 ， 故 可 
议 引 进 两 个 子 空间 : 


Ns 一 ImX™ | =,.,, Ms = kerX | ,1 
ds 一 da 一 0， MIDNS ~ cx. 
dx dx 
为 了 求解 具有 零点 的 黎 曼 问题 ,我 们 需要 下 面 的 子 空间 : 
Nu。 一 In (pn), M, = kery (14,). (41) 
显然 ， 
N, = e'/tn*N?, M, = ce /My, (42) 


5S(4) 短 阵 (更 确切 地 说 ，G(4) 证 阵 , 数 pn，2， 以 及 村 空间 
Na 和 Maza) 的 作用 正 是 散射 数据 的 集合 ， 按 照 这 种 集合 借助 
于 求解 具有 零点 的 黎 曼 问题 来 反 求 势 . 

Az 的 零点 的 贡献 很 像 在 第 一 章 所 研究 的 逆 散 射 问题 例 
子 中 的 分 立 谱 的 贡献 ， 

在 J 为 正 滤 阵 条 件 下 ,问题 (1) 不 可 能 存在 通常 意义 下 的 
本 征 值 ;这 是 因为 在 x 轴 两 个 端点 的 其 中 一 个 端点 处 , 当 4 为 
任意 时 , 矩阵 的 所 有 元 素 都 以 指数 形式 增长 。 但 黎 蛇 问 
题 的 零点 仍然 是 (在 某 种 广义 的 意义 上 ) 谱 间 题 的 本 征 值 ， 假 
设 在 点 41 一 1 处 ，Imi 二 10， 

An-_rxti(1o) 一 0， AN 天 0。 
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让 我 们 来 研究 Xt+ 甜 阵 的 第 列 ， 考 虑 到 (38), 涩 x 一 十 2 
时 , 在 它 的 渐 近 值 中 出 现 指数 epeo*, 7 二; 而 当 x 一 一 0 
时 在 渐 近 式 中 也 出 现 指数 etori*,， i 之， 所 以 当 x 一 土 0 
时 向 量 Xre%** 《其 中 o 二 5 过 ak- 以 指数 形式 衰减 ， 这 
种 讨论 使 我 们 能 简略 陈述 谱 问 题 (1) 的 广义 本 征 值 概念 , 即 如 
果 存 在 这 样 的 实数 5, 使 得 
die tb* —> 0， 当 x 一 土 co 时 ， (43) 
那么 点 和 便 称 作 广义 本 征 值 、 而 向 量 必 称 作 广义 本 征 函 数 . 
显然 ,如 果 存 在 数 5, 则 aa >> > aw 同时 数 5 可 以 落 人 在 诸 
数 ok 之 间 的 区 间 之 一 上 .假设 ax 二 5 二 ar_1。 从 分 析 向 量 
yg; 的 分 量 浙 近 值 很 容易 证 实 , 条件 (43) 对 此 区 间 内 的 所 有 数 
来 说 都 成 立 ， 所 以 可 按照 诸 数 a; 之 间 的 含有 2 的 那个 间隔 
对 广义 本 征 值 加 以 分 类 。 由 此 可 见 , 广 义 本 征 值 便 出 现 N 一 1 
种 类 型 ， 这些 本 征 值 可 以 位 于 任何 一 个 半 平 面 上 。 在 上 半 平 
面 内 ,它们 同 S 符 阵 的 下 主子 式 的 零点 相 重 合 ,而 在 下 半 平 面 
同上 主子 式 的 零点 相 重合 。 在 我 们 所 研究 的 情形 中 ， 在 上 半 
平面 和 下 半 平 面 的 广义 本 征 值 的 个 数 相 同 。 而 在 一 般 情 形 中 
所 有 类 型 的 广义 本 征 值 相 重合 的 点 1 一 如 对 应 黎 曼 问题 的 
一 个 简单 零 后 . 
谱 问 题 (1) 通常 要 利用 下 面 假 定 : 势 U 满 足 某 些 附加 条 
“ 件 . 假设 互 王 8+ 一 了 3 是 由 数 土 1 组 成 的 对 角 和 矩阵 ,并 假 


设 势 0 满足 下 面 关 系 式 : 
0*=—B0B. (43’) 
(在 这 里 ,和 从 号 * 表 示 厄 米 共 轿 。) 
显然 ， 
U* 一 BUB. 
从 方程 (1) 很 容易 得 到 下 一 个 关系 式 ， 
i 人 Box 瑟 一 BoxB(72 + U). (44) 
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把 (44) 同 (4) 作 比较 并 利用 渐 近 式 相 同 ,我 们 得 到 

pm!= Bop*B, P+ = Bopt+*B, (45) 
由 此 得 到 等 式 : 

S$! BS*B. 

特别 是 ， 当 8B = 1 时 5 给 阵 是 么 正 的 。 对 于 三 角 因 子 我 们 
有 

R+ 一 S-*B, $+ ~— R-*B, 

R- = BS+*, 9 一 BRt*, 


由 此 对 G 和 矩阵 ,我 们 有 
G*= BGB. (46) 
基本 解析 函数 +, p+ 服从 下 面 对 合 : 
p+(4) = BoT(1)B. (47) 


从 (47) 得 到 ,对 在 上 ,下 半 平 面 皆 为 解析 的 矩阵 来 说 ， 它 们 的 
退化 点 ( 即 黎 受 问 题 的 零点 ) 彼 此 共 斩 : 

pn 一 4。 
从 (47) 同 样 得 到 ,借助 于 B 和 矩阵 所 定义 的 度 规 , 子 空间 M。 和 
N, 二 者 正 交 : 


(N,, BM,) = 0, (48) 
而 投影 第 子 P 是 B 厄 米 的 : 
P* 一 BPB., (49) 
由 此 可 见 , 在 满足 条 件 (43) 的 情形 下 , 给 出 矩阵 %+ 在 上 
半 平 面 的 零点 分 布 和 退化 就 足够 了 . 


$ 4. 入 波 问题 


谱 问 题 (3.1) 适用 于 求解 在 非 线 性 光学 用 到 的 重要 微分 
方程 系统 ， 除 了 (3.1) 以 外 ,让 我 们 研究 下 面 方程 : 

一 上 p; = (1141+ V)op, (1) 

式 中 【一 diagb: 是 给 定 的 实 的 对 角 和 矩阵 , 并 且 [J,7] 一 0. 
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(3.1) 对 上 微 商 ,， (1) 对 x 微 商 ,并 使 二 阶 导 数 按 2 恒 等 , 得 到 
下 面 方程 组 : 

[J, V1]= [7,U]J, (2) 

U,—V,+tilU,V] = 0. (3) 

相对 U,V 可 以 解 方 程 (2): 了 一 [1 0],U 一 1], 8]. 于 
是 从 (3) 我 们 有 

[J, 0:] — [1, O01] + i[[J, 0], {1, 0]]=0. (4) 

系统 (4) 也 是 提 到 过 的 可 积 系统 .如果 矩阵 J, 1 是非 退 化 的 ， 


那么 很 容易 证 明 这 种 系统 允许 Lax 表象 . 相应 的 L-4 对 . 


儿 , 由 下 面 算 子 组 成 : 
二 三 (全 十 D)， 4 一 7: + 7 ). . (5) 


如 果 假 定 势 满 足 关系 式 (3.43'), 则 系统 (4) 具 有 物理 意义 .很 
容易 验证 ,这 种 关系 式 同 方程 (4) 并 不 矛盾 。 加 上 条 件 (3.43”) 
之 后 :方程 (4) 的 未 知 函 数 的 数目 将 减少 一 半 。 这 种 借助 于 加 
上 局 方程 相 容 的 附加 条 件 来 减少 未 知 函数 数目 的 方法 ， 我 们 
将 称 作 简化 。 而 同 所 给 方程 相 容 的 简化 的 可 枚 举 问题 成 为 可 
积 系统 理论 的 最 重要 问题 之 一 . 

现在 我 们 着 手 描述 方程 (4) 经 简化 (3.43') 之 后 所 产生 的 
系统 。 在 B 一 1 这 种 最 简单 情形 中 , 为 了 方便 ， 在 此 系统 中 
对 2 矩阵 的 上 一 半 引 人 下 面 变量 : 


Qi 一 - 玫 一 ， i 一 《。 (6) 
Vi 
采用 这 些 变 量 系 统 (4) 便 成 为 下 面 的 哈密 顿 系统 : 
Owik Owx _ ;0H int -一 
8 2 Bx Bi 0, (7) 
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bo 和 (8) 


Cr 一 ak 


而 Hi 是 相互 作用 哈密 顿 量 : 


万 ia = > ewWiawWRiii + WikWAIWI), (9) 
[ 二 赤 < 
式 中 
gjit 一 ap — arp; Tt arb; — ajbr + ajbi 一 azpi 
i 


[Cai— ar)(ai ~— a)(ar 一 oh] 
系统 (7) 从 六 一 3 开始 便 是 非 平凡 的 。 在 这 种 情形 中 ， 
引入 表示 
Ui Ws Wa Wy M3 ™ W139 
一 2 一 Vi 一 2 = V9 一 2V3 V3 b= El2s 


我 们 得 到 


Ou Ow . _ 
—! 十 yy, -一 一 5612tUp3 
Ox 


Or 


mw 十 2 Ou - f ENitsS (10) 


Di Ox 
am 上 y, Ou 


— = LEWiU2, 


Dr Or 


对 速度 (8) 我 们 有 
i (11) 


从 (10), (11) 可 看 出 , 在 方程 组 中 , 变量 w, w 以 对 称 形式 出 
现 , 然而 变量 ws 可 分 离 出 来 。 其 原因 在 对 系统 (10) 进 行 下 面 
物理 解释 之 后 全 清楚 了 。 在 具有 二 次 非 线性 介质 中 ， 这 种 系 
统 描 述 具 有 复 包 络 wu, wu;, xs 的 三 个 波 包 的 相互 作用 。 在 这 
种 相互 作用 中 ， 波 ww (《 和 泵 省》) 衰变 成 玻 和 ww 以 及 这 两 个 
波 聚 变 成 泵 波 的 逆 过 程 : 
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Use—>U 十 HW, (12) 
量 v; 力 是 波 包 的 群 速度 。 而 关系 式 (11) 表 明 , 对 这 三 个 波 在 
计算 系统 上 可 作 某 种 限制 ,例如 , 当 采 用 穴 波 为 静止 的 计算 系 
统 时 , 则 波 和 o 的 速度 方向 相反 . 

当 NN >> 3 时 , 系统 (7) 描 述 N(N 一 1)/2 个 不 同类 型 波 的 
相互 作用 .而 相互 作用 哈密 顿 量 (9) 由 相应 基本 过 程 w < 一 
zx 十 v 类 型 的 项 一 一 (wuv 十 uvw) 所 组 成 ， 但 它 所 包含 的 过 
程 却 远 远 超过 这 类 基本 过 程 。 例 如 ， 在 入 一 4 的 情形 中 , 允 
许 有 以 下 过 程 : 

Use—> U2 十 124, 
Ui4<——> U3 十 24， 
Use—P U3 十 Hs 
Use—> U3 十 123。 


所 有 这 些 过 程 可 用 下 面 图 解 来 描述 : 


-人 


可 以 看 出 ,所 有 疲 分 成 以 下 三 种 类 型 : 单元 波 (wy, Wz， U3)， 
二 元 复合 波 (ws 和 wa) 及 三 元 复合 波 (za)， 二 元 复合 波 可 
以 衰变 成 两 个 单元 波 ; 而 三 元 复合 疲 可 衰变 成 一 个 二 元 复合 
波 和 一 个 单元 波 ， 

在 一 般 情 形 中 也 出 现 类 似 情 形 。 在 一 般 系 统 中 共有 六 一 
1 个 振幅 为 ux, t+ 的 单元 波 类 型 ;共有 NN 一 2 个 二 元 复合 波 
类 型 (wi, 442) 等 等 。 直到 所 有 NN 一 1 个 单元 波 组 成 唯一 的 
波 un 为 止 . 所 有 这 些 过 程 按 下 面 方式 进行 

Upa<—>Upr 十 thra， 其 中 p 二 + 二 4. 

在 NN 一 3 的 情形 中 , 相互 作用 波 的 群 速度 只 是 以 不 等 式 (11) 
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为 条 件 。 但 从 入 王 4 开始 , 对 速度 值 和 相互 作用 常数 sr 还 
要 加 上 代数 条 件 。 并 且 这 种 条 件 的 数目 随 号 码 六 的 增 大 而 迅 
速 增 加 。 
现在 假设 B 1. 我 们 表示 B 一 diagri, 其 中 mm 一 十 1. 
对 这 种 情形 变量 wi 已 经 不 是 正则 变量 ， 因 此 需要 引进 新 变 
量 来 代替 它们 : 
Dik — fifaWik 一 AAA (13) 
ai—ak 
让 我 们 注意 到 ， 采 用 原始 变量 wix 一 〈ci 一 at) Qix， 系统 (4) 
”形式 上 也 是 哈密 顿 系统 : 
Out , But ,6H 


Or Ox Ouki 
Our; 加 zi 村 . OH 
NY J 上 = 一 一 了 一 一 一 14 
Oz Ox Oih (14) 
式 中 
= 一 2 Ey sRI CUI RURIU 十 URIUKIUEI) » (15) 


不 过 哈密 顿 量 是 复 的 。 当 把 (13) 代 入 到 (15)， 并 考虑 到 下 面 
情形 : 
UR Fir kUik 


便 产生 实 的 哈密 顿 量 ， 
下 面 让 我 们 研究 一 下 ,在 N 一 3 这 种 最 简单 情形 时 , 系 
统 会 有 哪些 不 同 的 变形 ， 假 设 B 一 diag( 一 1, 1, 1). 在 这 

种 情形 中 系统 (47) 变 成 下 面 形式 : 
pa 


mt 1EU2U39 


0 . -_ 
Ee 十 | 2 = EAI3 (16) 


bus + ,, Ou 


3 - 一 
一 一 一 = EHitt 
Ot 
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式 中 


Wi™" POE O29 WI™ Pan”™ Wa 
Us 一 Py 一 ~ W133 

y= Vs i 23 = ise 
系统 (16) 同 (10) 的 区 别 仅 仅 在 于 : 这 里 的 泵 波 是 w,。 再 考虑 
不 等 式 (11), 下 面 差别 是 本 质 的 : 在 和 泵 波 妈 为 静止 的 计算 条 
统 中 ， 波 w 和 wu。 现在 在 同一 个 方向 上 运动 。 如 果 B 一 

diag(1, 1, 一 1), 则 产生 类 似 的 系统 (借助 代 换 w,<>u3)， 
现在 假设 B 一 diag(1, 一 1, 1)。 在 这 种 情形 中 产生 下 面 


系统 : 
On _ 


Ou 十 Y1 1 Bx 一 一 7 


Or 


Ou, Bu, .-- 
Bus | , Ou jen,, 17 
Oz ”Or 1**3 ( ) 


Ou; 二 vv, Ous — 18UM, 
Oz Ox 
在 这 里 ww 一 py 一 一 wy 一 a 一 一 Wt 一 3 Wn 
系统 (17) 描 述 三 波 相 互 作用 的 “爆炸 不 稳定 性 ”、 在 这 种 相互 
作用 中 ， 三 个 波 彼 此 相互 加 强 . 在 (17) 中 所 有 三 个 疲 部 处 于 
平等 地 位 。 当 N > 3 时 所 产生 的 系统 乃 是 所 描述 的 所 有 形 
趟 的 系统 的 组 合 . 

对 于 系统 (4) 的 进 一 步 简化 问题 是 很 有 意义 的 . 一 个 自 
然 的 简化 是 把 它 变 成 纯 实 的 方程 8 一 190, 假定 wi = iwi, 从 
(10) 我 们 得 到 


wl Ow 


VO Ewotw 
B81 Ox > 
Ow, Ov 
一 一 十 2 -一 一 一 gtww 18 
Bi 2 Bx WW 3 ( ) 
Ow; 十 3 Ow == Eww 
0 Ox 
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wa 


i 


、 % 


LE 


方程 (18) 是 在 非 线 性 光学 中 所 熟知 的 波 包 参 量 相 互 作 用 的 
“恰当 共振 ”方程 。 另 外 一 个 简化 是 对 散射 数据 加 上 一 些 新 的 
限制 。 为 此 我 们 对 方程 (3.1) 取 复 共 罗 从 而 证 实 , 这 时 

$4) 一 9p(—71). (19) 
由 此 得 到 ， 黎 曼 问 题 的 零点 相对 于 虚 轴 以 对 称 形 式 分 布 并 且 
分 成 简单 的 (在 虚 轴 上 7 和 双重 的 (这 种 现象 在 sin -Gordon 方 
程 理 论 中 已 经 遇 到 过 (第 一 章 ).)。 对 3 矩阵 同样 得 到 

S$(—7) = S(1)。 (20) 
对 所 有 三 角 和 矩阵 和 G 矩阵 也 出 现 类 伏 的 关系 式 . 

如 宁 对 年 阵 7 和 了 加 上 一 些 特殊 限制 就 可 能 有 其 它 一 些 

非 平 凡 的 简化 。 例如， 假设 N = 3, J = diag(a, 0, 一 a)， 
I = diag(b, B,C— b,) 是 两 个 对 角 和 矩阵 。 于 是 vs 一 va 并 且 
在 假定 * 为 厄 米 时 ， 系 统 (10) 可 作 wu = wu, 的 简化 。 这 时 系 
统 (10) 产 生 下 面 方程 系统 : 


Ou 器 ，_. 
一 一 十 Vl 一 人 一” = 7 EUA13 9 


Oz Bx 
Ous Us . 
Br 十 v3 Br 一 12Ui, 
这 种 系统 也 是 在 非 线 性 光学 中 所 熟知 的 ， 它 描述 在 非 线 性 介 
质 中 的 二 次 谐 疲 振荡 ， z 

现在 假设 N = 二 4, J 一 diag(al， a4， 一 42, 一 01),， 1 一 
diag(bi, 5b3， 一 b;, 一 b1)。 于 是 ,下 面 这 种 新 的 简化 是 可 能 的 : 


(21) 


0=—CQO"C", (22) 
式 中 C 是 下 面 两 种 形式 之 一 的 反对 角 定 阵 : 
0  …， 1 
C 一 (23) 
1 
1 0 J 
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C 一 (24) 


1 0 了 
8" 表示 转 置 答 阵 . 如 果 简 化 (22) 与 简化 (3.43 7 同时 进行 , 那 
么 它们 之 间 应 满足 下 面 匹 配 条 件 : 
CPPC 一 十 也. 
在 由 这 类 简化 所 产生 的 系统 中 间 ， 当 C 取 (24) 的 形式 并 假定 
B 二 1 所 得 到 的 系统 是 最 有 意义 的 。 这 时 
W247 Wi WHA Wi 
Hin = 2E(tw tw + Wuwnws 十 wwnwa (25) 


十 W122 130014) 3 


而 方程 有 下 面 形式 : 
Ow Ow > 
—— 十 {OO B80 
By 14 Bx i12133 
Ow 十 vis Ows — 21E(1Ww 23 十 twist 14), 
Or Ox (26) 
Ow 十 刀 12 Ow 一 一 27€ (twW 3t0 13 十 W130 14) » 
A! Ox 
Ot 233 Ow I 
3 十 y 一 231880128013。 
By 23 9 12* 13 
式 中 
8 一 83 一 4 一 一 83534 一 8134， 
J — vy — va— vn— (27) 
dl ~ QQ, dl1 十 0; 
V3 = b,/a,, 2 14 一 bi/ai. 


从 (27) 得 到 ， 不 能 任意 选取 速度 vx， 它 们 之 间 存 在 下 面 关 
系 式 : 
(zu 一 yi4) (V1 一 v3) 十 (v3 一 V14) (V132 — v3) 一 0, 
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pp 


子 空间 : 


系统 (26) 按 下 面 图 形 描述 四 波 在 非 线性 介质 中 的 相互 作用 : 


WwW 一 一 山 2 十 Ws, 


Wp 
A 一 一 AN Us 一 一 WU 十 Uza3 


这 种 情形 在 “变型 衰变 不 稳定 性 ”( 即 存在 单身 的”(xozroc- 
To 站 ) 反 斯 托 克 斯 波 wu 时, 波 wis 衰变 成 wis 和 zz) 的 情况 下 
可 以 遇 到 . 


$ 5.， 弧 子 解 


现在 让 我 们 来 写 出 系统 (4.4) 的 积分 程序 。 要 注意 到 , 对 
这 种 系统 进行 积分 时 ,方程 (3.1) 和 方程 (4.1) 起 着 完全 同等 : 
的 作用 ， 所 以 还 应 存在 与 (3.35)、(3.42) 同 样 类 型 的 公式 ， 它 : 
们 与 (3.35)、(3.42) 不 同 之 处 只 是 用 了 代 换 x 一 1, J 一 1, 这 
样 一 来 ,我 们 便 得 出 如 下 结论 ， 系统 (4.4) 的 每 一 个 解 都 对 应 
同 * 和 上 无 关 的 “散射 数据 ”的 集合 ,其 中 这 里 所 指 的 “散射 数 
据 ” 包 括 和 矩阵 G(4)、 零点 4s 和 pr 以 及 子 空间 Ms。 和 N6. 为 
了 构造 这 种 解 必须 在 所 有 * 和 # 情况 下 求解 具有 零点 的 黎 
曼 问题 : 

BGxots A Gest) 一 etMG(A) eit 1) 
其 中 黎 曼 问题 的 零点 固定 为 2。，pen， 并 给 出 在 这 些 零 点 处 的 


NM ,一 sioaaag 本 
N, -一 extOUnNO ，。 (2) 

后 再 利用 公式 (3.28) 求 出 解 U. 如 果 对 系统 《4 4) 作 出 某 些 
简化。 那么 散射 数据 应 服从 祖 应 的 限制 还 必须 着 重 指出 ,从 
我 们 所 证 明 的 关于 函数 p+、 $+ 的 解析 性 定理 得 出 ,我们 可 以 
得 到 系统 (4.4) 的 任何 一 个 满足 条 件 1|x|az < oo 的 解 .散射 
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数据 的 定义 方式 取决 于 加 在 (4.4) 上 的 边界 条 件 ， 例 如 , 如 果 
给 出 (4.4) 的 柯 西 问题 ,那么 散射 数据 是 从 研究 函数 p+(x, 4) 
当 x 一 土 oo 时 的 渐 近 值 以 及 当 * 一 0 时 间 题 (3.1) 的 广义 本 
征 函数 中 得 到 的 .类 似 地 ,如 果 给 出 关于 *x 的 柯 西 问题 , 则 散 
射 数据 应 从 谱 问 题 (4.1) 中 得 到 。 如 果 给 出 更 复杂 的 边 值 问 
题 ,那么 必须 得 利用 两 个 方程 (3.1) 和 (4.1). : 

在 根据 散射 数据 来 构造 U 的 一 般 情形 中 ，、 必 须 得 解 奇 异 
积分 方程 组 ， 不 过 好 在 系统 (4.4) 的 一 些 个 别 精 确 解 的 集合 
可 以 只 解 代数 方程 便 能 得 到 它们 的 显 式 形 式 。 例 如 当 3 一 
G 一 1 时 便 是 所 谈 的 情形 。 相应 的 解 我 们 将 称 之 为 孤子 解 . 

下 面 我 们 只 限于 分 析 最 简单 一 类 孤子 解 ， 即 当 函 数 p+、 
$+ 各 自 有 一 个 极点 和 , jw 的 情形 我 们 将 假定 简化 (3.43') 
的 其 中 之 一 成 立 ,所 以 he 从 公式 (2.16) 我 们 有 


+ 1 一 加 
中 1 2 一 xr (3) 
对 势 U 来 说 ,我 们 从 公式 (3.28) 得 到 
U = (CO— 4)L], P] = 2in[ J], P], (4) 


式 中 4 一 上 十 加 。 当 存在 简化 (3.43 ) 时 ,投影 算 子 P 完 全 由 
它 自己 的 子 空间 MM 或 者 N 的 其 中 之 一 来 确定 ， 让 我 们 提醒 一 
下 ， 
M = e WHAM = kerg! | ym, = ImP, 

在 $3 中 我 们 已 经 看 到 ， 如 果 黎 曼 问 题 的 零点 是 简单 的 (在 谱 
问题 (3.1) 的 广义 本 征 值 中 ) ,那么 子 空间 M。 便 是 一 维 的 .名 
此 相应 的 投影 算 子 己 很 容易 构造 。 假 设 M 是 用 带 有 下 面 分 量 
的 向 量 所 组 成 的 : 

mi = eilas :二 pb: i bog,, 1 (5) 
( 式 中 @ 是 给 定 的 复 的 常数 向 量 ,〉 投影 算 子 PP 将 全 空间 Cx 
投影 到 M 上 ,因此 ， 
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P;; 一 minj, | (5) 
式 中 六 是 某 一 未 知 回 量 。 


从 条 件 马 一 P 我 位 有 
2 (mini) 一 1. (7) 
而 从 条 件 P* 一 BPB(B 一 diagr;》 我 们 求 得 : 
n; 一 Arimi, 一 和 
后 我 们 有 
Pi 一 yi- 一 一 ， 
之 rejmal 
对 于 势 U, 现在 我 们 得 到 _ 
zi 一 rj(ai 一 -一 一 一 一 一 《8) 
“ 豆 rz 


公式 (8) 给 出 具有 一 维 投影 算 子 的 单 极点 孤子 解 的 显 式 形式 ， 
对 这 种 解 的 模 我 们 有 
27(a;— a;)|a;| ai exp[ Ca; 二 aj)rr 十 b+ b;) f 
> rae|or|’exp[2(axx + bst)n] 
不 


{w(x, 


(9) 
公式 (9) 使 我 们 能 阐明 各 种 类 型 孤子 解 的 存在 条 件 ， 例 如 假 
设 B 一 1,， rk 一 1。 这 时 当 z* 为 有 限时 ，(9) 式 中 的 分 母 不 
能 等 于 零 ; 而 当 x 一 士 oo 了 时 ,juwjj| 以 指数 形式 衰减 。 所 以 对 
-任何 形式 的 向 量 ox 都 存在 孤子 解 。 假设 向 量 ox 总 共 只 含有 
两 个 非 零 分 量 mw 和 a;, 于 是 势 仅 有 两 个 非 零 元 素 wy 和 码 一 
wij。 这 时 
wj 一 人 er 一 ah 
xE 二 (Cb; + bE + arg(o; — 0) 1} 


下 


(10) 
csra bs 站 


ch{nl (Ca; -一 aj)x 十 (2 -一 bi)t 十 xol} 


式 中 Xo 二 = 了 


| 

我 们 将 把 解 (10) 称 作 波 sr 的 孤子 ， 假 设 才 点 1 一 1 是 
及 型 广义 本 征 值 。 于 是 向 量 ax 含有 两 个 非 零 分 量 wx- ok， 
势 U 不 等 于 零 的 分 量 也 将 只 有 wx_ix，wk,x-1， 从 和 而 我 们 得 到 
以 下 结论 ， 间 题 (3.1) 的 广义 本 征 值 对 应 系统 (4.4) 的 非 衰 变 
的 单元 波 的 孤子 。 因此 为 了 得 到 复合 波 wire， > 1 的 天 
子 , 必须 连续 排列 zp 个 $ 矩阵 的 主子 式 使 它们 在 点 1 一 1 处 
都 等 于 零 。 当 4 一 % 时 和 矩阵 x 的 秩 应 为 N 一 1, 而 它 的 非 零 
本 征 向 量 ” c 应 有 两 个 非 零 分 量 ;和 oi 十. 

假设 N 一 3， 下 面 让 我 们 来 研究 当 向 量 4 的 全 部 分 量 都 
不 等 于 零 时 解 (8) 在 :1 一 土 co 情形 下 的 渐 近 值 ， | 

很 容易 验证 ， 非 零 新 近 值 仅 出 现在 特征 线 x 二 vitt 十 c 
上 上, 式 中 vix 是 其 中 一 个 孤子 ( 波 wix 的 孤子 ) 的 速度 ， 并 且 当 
z 一 十 co 时 仪 仅 对 应 此 孤子 的 元 素 uix、 wri 在 此 特征 线 上 才 
不 等 于 零 。 现 在 让 我 们 来 女 踪 相应 复合 孤子 ( 泵 了 弧 子 ) 的 分 量 
uw。 我 们 表示 

(ai; 一 aijxz + (bi CO— b3)1 = 2, 


很 设 下 面 关 系 式 成 立 ， 
2 二 2 ~ 二 一 2 2 (11) 


于 是 ,很 容易 证 实 , 当 :> co 时 元 素 ws 以 指数 形式 趋 于 堆 ， 
而 当 xz 一 一 oo 时 ,ws 趋 于 质心 位 置 为 下 式 的 泵 孤子 : 
a (12) 


1 
(x0)13 一 一 jn 
[ Cs 


“现在 让 我 们 来 眼 踪 分 量 ww 和 ws， 当 :一 一 oo 时 ,它们 以 指 


*) 原文 印 成 < 零 本 征 向 量 ”. 一 一 译注 
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数 形式 趋 于 零 . 而 当 :一 十 co 时 ,它们 趋 于 相应 于 两 个 单元 
波 的 孤子 ,这 两 个 弧 子 的 质心 位 置 分 别 为 


Os 


1 
(xo) 1 一 一 jn 
yy 他 


» 


@2 


(13) . 
os - 


因此 , 解 (8) 描 述 一 个 复合 弧 子 衰变 成 两 个 单元 孤子 .“ 
变 产 物 ” 的 质心 位 置 以 对 数 形式 依赖 于 量 a， 当 0 一 0 时 , 衰 
变 产 物 处 在 无 穷 远 处 ， 也 即 在 时 间 为 无 限 大 时 才 出 现 训 变 。 
分 析 具 有 二 维 投影 算 子 ( 这 时 称 阵 X|x- 的 秩 等 于 2, 因而 子 
空间 M 用 两 个 向 量 来 表征 ) 的 孤子 解 表明 ,这 种 解 描述 两 个 单 
元 孤子 聚变 为 泵 孤子 的 逆 过 程 。 当 满足 同 不 等 式 (11) 相 反 的 
不 等 式 时 ,具有 一 维 投影 算 子 的 解 描述 聚变 ,而 具有 二 维 投 影 
算 子 的 解 描述 复合 孤子 的 衰变 . 

当 N > 3 时 ,情况 就 异常 复杂 了 ， 具 有 唯一 极点 1 一 4 
的 诸 孤 子 之 意义 在 于 描述 所 有 可 能 的 衰变 过 程 以 及 相应 各 种 
不 同 矩 阵 元 wz 的 单元 孤子 和 种 种 复杂 的 复合 孤子 之 间 的 相 
互 作用 . 

我 们 将 把 所 有 这 类 现象 称 作 孤 子 的 非 平凡 相 互 作用 以 便 
区 别 它们 的 平凡 相互 作用 一 一 散射 。 非 平凡 相互 作用 仅 对 那 
些 谱 参数 1 之 值 都 相同 的 孤子 才 有 可 能 ; 而 黎 曼 问 题 的 双 极 
点 解 就 已 经 描述 两 群 孤子 之 间 的 碰撞 了 ， 在 每 群 内 部 的 孤子 


1 
(x0)» 一 了 in 


都 有 非 平凡 相互 作用 . 
下 面 我 们 仅 以 N 一 3 为 例 来 研究 B 关 1 的 情形 . 设 
B 一 diag( 一 1, 1, 1). 显 然 ,对 这 种 情形 来 说 ,仅仅 当 wm 一 0 时 ， 


解 (8) 和 (9) 才 不 存在 奇 点 。 因 此 ， 在 这 种 情形 下 ， 仪 可 存在 
子 wa 和 复合 孤子 ws 缘 不 存在 ,从 而 也 只 存在 一 种 类 型 的 广 
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义 本 征 值 .如 果 B 一 diagt1, 1, 一 1) 则 出 现 类 似 情形 . 于是， 
在 系统 (4.16) 中 没有 孤子 的 非 平 凡 相 互 作 用 。 

如 果 B 一 diag(1, 一 1, 1 )， 则 出 现 非常 有 意义 的 情况 ， 
在 这 种 情形 中 ， 在 短暂 的 时 间 内 同样 可 以 只 存在 一 种 类 型 的 
弧 子 一 一 uss; 但 ， 在 有 限 长 时 间 内 就 可 存在 更 普遍 的 解 (8). 
让 我 们 以 至 多 差 一 个 因子 的 精确 度 来 研究 表达 式 (9) 的 分 
本: . 


A=1— |ple r+ |B,l?e Sa (14) 
式 中 z 
Gm d=a—a >H>0; 
Ti 一 0 一 六 Ti 一 站 一 总 
如 果 z 


1( 6,— $6 lif 6 CO— 6 

一 ( In | y(n yt ) 

3， 8, | 8 1 5， Bp,| 6, - Ed 
(15) 


则 表达 式 和 没有 零点 。 假定 8 充分 小 , 那么 对 任何 都 可 满 
足 不 等 式 (15). 但 ,如 果 71/61 关 7a/5， 那 么 在 充分 大 的 正 
或 负 的 :一 条 件 下 , 此 不 等 式 被 破坏 。 如 果 此 不 等 式 在 正 
条 件 下 被 破坏 ， 那 么 相应 的 解 便 描述 在 有 限时 刻 内 在 某 一 
点 如 处 由 于 形成 奇 点 而 产生 的 爆炸 不 稳定 性 过 程 。 如果 
二 0， 则 相应 的 解 便 描 述 在 初始 时 刻 存 在 奇 点 的 “ 耗 散 ” 
(paccacpIBagHe) 逆 过 程 . 


$ 6. 借助 于 黎 受 问题 的 可 积 系统 


正 象 我 们 在 = 波 问题 的 例子 中 曾 见 到 的 那样 ， 为 了 构造 
孤子 的 这 种 特 解 ， 没 有 必要 去 全 面 研究 谱 问 题 及 相应 的 黎 曼 
问题 .因为 研究 这 类 问题 必须 包括 证 明 解析 解 的 存在 性 定理 ， 
从 而 这 类 研究 多 半 是 相当 困难 的 问题 ， 所 以 下 面 我 们 将 论述 
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一 种 直接 方法 以 便 借助 于 黎 曼 问题 来 计算 可 积 系统 及 其 扳 于 
解 。 在 这 种 方法 中 起 关键 性 作用 的 公式 乃 是 把 我 们 在 * 波 情 
形 中 所 得 到 的 公式 (5.1)、《5.2) 加 以 推广 所 得 到 的 。 下 面 所 研 
究 的 可 积 系统 是 (3.1) 和 (4.1) 这 两 种 类 型 方程 的 相 容 条 件 ， 
但 是 ,在 下 面 将 研究 的 系统 中 ,对 谱 参 数 1 存在 更 普遍 的 依赖 
关系 。 
现在 让 我 们 来 研究 微分 方程 的 超 定 系统 : 

px = Ug, p:= Vo., (1) 
在 这 里 U 和 V 是 以 有 理 形式 依赖 于 复 参 数 1 的 复 的 (N Xx N) 
和 矩阵。 这 两 个 方程 的 相 容 条 件 有 下 面 形式 : 

U,—V.+[IUV,V] = 0. (2) 
如 采 函 数 避 的 极点 (考虑 到 这 些 极点 的 重 数 ) 数 目 等 于 NM， 而 
级 数 了 的 等 于 Ma， 那么 函数 志和 了 便 共 有 N 十 Na 十 2 个 独 
立 的 矩阵 泛 冰 参数 。 条 件 (2) 对 U、V 共 给 出 Ni 十 N 二 1 
个 方程 。 这 种 方程 系统 正 是 我 们 要 研究 的 可 积 系统 ，( 对 
KdV 情形 来 说 ，08 一 V,，U 一 4， 而 这 两 个 矩阵 都 是 4 的 多 
项 式 , 参 看 第 二 章 (1.16),(1.21))。 如 果 UU 和 VV 有 简单 极点 : 


Ni Ma 
U=U + Dt Vo=V+y Te, (3) 
#1 72 


n=14— a 4 一 
则 我 们 得 到 ， 
Uo, 一 Vor 十 [U,, Vo] 一 0， (4) 
Om,, R,] = 0， (5) 
、 Vsr 十 [EV,, T.] = 0, . 
式 中 
N; Ni 
R, 一 Fo 十 >， 了 ， T, 一 中 +》 om 


m= 二 10n Dm ml 一 ”和 好 
在 (3) 一 (5) 中 ， Qn 一 an(%) 和 bn 一 bnlz) 是 zx 和 i 的 已 知 
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系统 (2) 的 不 确定 性 用 它 的 “规范 不 变性 ” (gawge invari- 
unce) 来 解释 。 假设 U、V 是 系统 (2) 的 某 一 个 解 ， 而 9 是 系统 
《1) 的 相应 解 。 让 我 们 研究 下 面 函 数 : 
OU 一 8D8 + grg!; V 一 SYS ge! (6) 
式 中 8 是 任意 非 退 化 矩阵 。 很 容易 验证 , 必 和 人 邓 仍 满足 方程 
(2)。 而 相应 系统 〈1) 的 解 为 名 一 gp。 我 们 将 把 这 种 变换 
U,V 一 UU, 多 叫做 规范 变换 。 相 应 于 (4)、(5) 我 们 有 
U0, 一 8&Uog "+ gg ',， V, — gVog "+ gg ', (7) 
U, =— gU,g™!, 六, 一 8F 8 (8) 
对 U、V 加 上 一 个 附加 条 件 之 后 便 可 确定 系统 (2).。( 例 
如 ,可 以 假定 UV, 二 0, 这 时 在 精确 到 差 规 范 变换 范围 内 ,可 以 
认为 Vo 一 0)。 而 借助 于 先 加 上 任意 另外 一 个 条 件 所 确定 的 
方程 的 解 同 这 种 情形 的 区 别 只 是 具有 某 一 矩阵 g 的 变换 。 我 
们 将 把 所 有 这 类 方程 称 作 规范 等 价 的 。 还 要 注意 到 ， 所 有 这 
类 方程 存在 一 个 自然 平凡 解 : U 二 A(x, 1)， 7 一 BC 1)， 
【A4(x, 4), B(1, 4)] 一 0。 我 们 用 。% 来 表示 方程 (1) 的 相应 
解 。 在 以 前 所 研究 的 方程 情形 中 , UV = 4 十 [J], 09], V= 
14 十 [1, 0]， 这 时 这 种 解 为 w 一 e2012+70。 
现在 让 我 们 证 明 , 一 旦 系统 (1)、(2) 有 一 个 解 ,例如 ,4， 
B,w, 就 可 以 构造 这 种 系统 的 与 泛 函 参数 有 关 的 新 解 . 
假设 I 是 在 复 变 量 4 平 面 上 的 闭 的 或 通 向 无 穷 远 处 的 通 
路 . 让 我 们 在 所 有 >* 和 的 情形 下 研究 下 面 正 则 黎 曼 问题 : 
pi(xs24) p(x 0) 一 po(xzst 1)G(L)opji(ryz2)，(9) 
式 中 qo 是 系统 (1) 的 某 一 个 解 (为 简单 起 见 , 可 以 认为 om 一 
oj)。 同时 可 以 出 现下 面 情形 ， 迎 路 通过 函数 U,V 的 极 
所 .在 这 些 极点 上 我 们 应 假定 G 一 1. 这 使 得 我 们 能 够 对 (9) 
求 关于 x 和 :的 微 商 ，。 求 关于 x 的 微 商 之 后 ,我 们 得 到 
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由 十 pbsr 到 A 一 db (10) 
我 们 用 下 面 公 式 来 确定 怎 阵 函数 U: | : 

U=—gpr (he — Ab) = (ps tT BA) bz. (11) 

从 公式 (11) 得 到 , 忆 从 过 路 了 工 延 拓 到 整个 复 平 面 上 ,从 而 在 整 _ 

个 复 平 画 上 U 是 有 理 遍 数 ， 并 且 吕 的 极点 同 4 的 极点 相间 ， 


从 (11) 得 到 : 
pr = Ab, — phU, ds = Up, — bsA. (12) 
类 似 地 ,我 们 对 上 微 商 确定 出 函数 了 : 


V =p (bs— BH)— (rt hhB)Gr, (13) 
疯 数 的 极点 同 B 的 极点 相同 . 假定 b=—=wqprs 中 一 piO”， 
我 们 证 得 ,mp:，?p: 满足 方程 (1)， 这 样 一 来 ,这 些 方程 都 是 相 
容 的 ,从 而 函数 口 ,7 满足 系统 (2)， 不 过 到 目前 为 止 ; 黎 曼 问 
题 的 归 一 化 还 是 任意 的 ， 让 我 们 来 研究 同 从 前 归 一 化 不 同 的 
黎 曼 问题 的 新 解 J 一 pg !，V 一 gy,， 其 中 8 为 x 和 zz 的 
任意 非 退 化 矩阵 函数 。 很 容易 验证 ， 这 时 函数 上 和 7 受到 规 
范 变换 (6)。 由 于 这 个 缘故 , 才 产 生 了 用 选取 黎 曼 问题 归 一 化 
的 方 社 来 确定 系统 (2)。 在 函数 7, 7 中 的 极点 之 一 处 的 单 
位 妇 一 化 起 着 特殊 作用 ， 例 如 ,在 二 波 问题 中 ; 当 和 一 时 ， 
矩阵 , 了 有 唯一 的 极点 ,因此 , 黎 曼 问题 在 无 穷 远 处 普 用 单 
位 秆 阵 来 归 一 化 。 在 上 面 系 统 (5) 这 种 例子 中 ,也 普 用 同样 方 
法 来 归 一 化 , 即 峰 (co ) 一 1, 但 对 这 种 情形 ,点 1 一 co 不 是 也 
和 了 的 极点 ， 
可 以 把 上 面 所 论述 的 构造 系统 (2) 的 解 的 程序 叫做 用 具 
有 过 路 T 和 遂 数 G(4) 的 黎 曼 问题 来 给 宰 解 4，B“ 穿 衣服 ”. 
下 面 当 UU 和 VV 只 存在 简单 极点 时 ， 让 我 们 在 系统 (47 和 (57 这 
种 例子 中 来 实现 穿 衣服 ”的 显 式 公 式 ， 
Lo 一 一 5 go 
7 一 — go gus z : (14) 
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U, 一 grAvg7!, VV, ~ 的 六 
式 中 gj 二 (00), 而 和 矩阵 g, 和 力 是 在 点 4% 一 a。 和 4 二 b。 
处 的 函数 .9 或 者 $B，,，( 这 取决 于 相应 点 是 在 明 路 外 部 还 是 在 
通路 内 部 ) 之 值 。 让 我 们 提醒 一 下 , 如果 a, 或 者 5 是 在 通路 
上 ,那么 在 这 种 点 处 GE 一 1 以 及 是 :一 岂 ， 公式 (14) 表 明 ， 
在 穿 衣服 ”时 ,矩阵 .和 了, 的 不 变 式 保 持 不 变 ， 

在 (14) 中 曾 假 定 ，g。 关 1， 如 天 1， 即 假定 黎 曼 问题 不 
论 在 哪 一 个 极点 处 都 不 能 用 单位 1 来 妇 一 化 :如果 | ;on 一 
1, 那么 U, 一 4,， 但 是 ,对 Z 的 公式 有 变化 。 也 就 是 说 , 假 
设 办 之 1 十 (4: 一 or)0， 那 么 很 明显 ，U, 一 [4,, 01 合同 
(3.2) 完全 一 致 。 还 要 注意 到 ,上 面 所 论述 的 全 部 程序 都 能 以 
平凡 的 形式 照搬 到 变量 *、: 的 其 中 一 个 或 二 者 都 是 复 的 情 
形 ， 同样 可 看 到 ， 上 面 所 论述 的 积分 程序 对 于 x 和 * 是 定 域 
的 ,例如 ,在 适当 选取 了 和 G 的 情况 下 , 当 x 一 鞋 时 ,可 使 
得 解 U(x+, :》 以 指数 形式 迅速 增 大 . 

为 了 构造 孤子 解 ， 必须 研究 具有 零点 的 黎 曼 问 题 ， 和 从 
前 一 样 ,我 们 给 出 与 x 和 i 无 关 的 零点 1。 和 rp。 的 集合 ,并 在 
每 一 个 零点 处 给 出 子 空间 : 

N, 一 Img, | ， M 。 一 kerg,| 2,. z (15) 
一 般 来 说 , 这 时 在 确定 上 U 和 VV 的 公式 (11)、(13) 中 ,在 点 4，、 
pr 处 会 有 附加 极点 。 因 此 , 必须 得 要 求 在 这 些 附加 极点 处 的 
留 数 等 于 零 。 让 我 们 来 定义 下 面 微分 算 子 : 
Di 一 9. 一 4 DY = 0,— Alw, 
D”) —0,— B | ,2,, 万 PP) 一 0, —8B | 2= Hge 
从 (11)、(13) 得 到 
CD FF, = 0, CD VF, 一 0， 
CD 一 0， CDF,— 0, (16) 
去 中 C, 是 g7' 在 点 4 一 4, 处 的 留 数 ， 而 P 是 在 此 点 的 


< 222。 


第; C。 是 ba 在 点 1 一生 处 的 留 数 , 名。 是 加 在 此 点 的 值 。 
从 公式 (16) 得 到 , 子 空间 M, 相对 于 算 子 方 "、 务 ” 的 作 
用 是 不 变 的 ,而 子 空间 N, 相对 D9、Dg 的 作用 是 不 变 的 , 显 
然 ， 当 且 仅 当 My? 和 Ng 与 x 和 +t 无关 时 ,下 面子 空间 才 具 
有 不 变性 质 : 
M (x3 71) = w(x, 1, Hn) MD 
Nox 1) = wor 1, 0)NVO 
公式 (17) 是 公式 (3.42) 的 推广 
”如 果 G = 1, 则 可 以 按照 与 ” 波 问 题 同样 的 图 象 来 构造 
”一 般 系 统 (2) 的 孤子 解 。 
下 面 我 们 还 得 谈 一 下 系统 (1) 的 简化 问题 。 当 然 , 任 何 一 
种 简化 的 可 能 性 ， 在 很 大 程度 上 取决 于 UU、 的 极点 分 布 以 


(17) 


肥 包 V 解 4、B 的 具体 形式 . 尽管 如 此 ， 仍 可 作出 几 点 普遍 鉴 ” 


下 。 例 如 ,很 明显 ， 系 统 (1) 的 忌 和 可 以 从 所 有 复 拖 阵 的 代 
数 缩小 到 能 允许 用 复数 乘法 运算 的 它 的 任何 一 个 子 代数 ， 如 
果 和 矩阵 局 和 7 的 全 部 极点 都 在 实 轴 .上 ， 则 可 认为 局 和 六 属于 

任何 一 个 那天 的 子 代数， 例如 。 可 以 把 UV、5 取 作 反 厄 米 和 
阵 。 在 一 般 情 形 下 ,可 以 认为 

Zr# 一 CUC，C 一 1， C++ 一 CC， 
[AC}=[BC] = 0, 

同 在 $3 中 作法 一 样 , 黎 曼 问题 会 从 简化 得 到 一 些 结果 。 

还 要 注意 到 ,系统 (2) 作 为 一 个 简单 特殊 情形 ， 它 包含 所 
有 那些 允许 用 工 -4 对 形式 的 Lax 表象 的 可 积 系统 ， 当 系统 
(1) 的 第 一 个 方程 所 含 的 函数 忌 存 在 唯一 简单 极点 、 而 第 二 
方程 的 函数 7 存在 任意 阶 极点 时 ， 就 是 这 种 系统 ， 不 失 一 般 
性 ,可 以 认为 这 个 极点 是 在 点 1 = co 处 ,同时 V 为 4 的 多 项 
式 . 

当局 存在 唯一 的 简单 极点 而 亚 的 极点 分 布 为 任意 的 情形 
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时 ,就 其 复杂 程度 存在 以 下 情况 ， 即 在 这 种 情形 中 ， 系 统 (2) 
同样 允许 了 -4 对 形式 ,但 算 子 4 已 经 是 积分 算 子 ， 从 而 它 的 
计算 是 非 平凡 的 ; 至 于 算 子 工 ， 它 同 (3.1) 产 生 的 算 子 相 比 仅 
仅 差 一 个 规范 变换 。 因 为 就 方法 的 应 用 来 说 ， 构 造 算 子 工 和 
4 其 中 之 一 的 散射 正 问题 和 逆 问 题 的 理论 都 是 充分 的 ， 所 以 
这 类 系统 的 理论 同 在 $3 一 $5 中 所 论述 的 理论 不 同 之 处 只 是 
一 些 无 关 紧 要 的 细节 《另外 的 时 间 动 力学 和 另外 的 黎 曼 问题 
妇 一 化 ), 从 而 可 以 很 容易 地 用 同样 完备 的 程序 来 构造 这 类 系 
统 的 理论 . 


$ 7. 相对 论 不 变 系 统一 一 手 征 场 

1. 二 维 时 空中 的 相对 论 不 变 的 可 积 系 统 相 

值得 注意 的 是 , 在 方程 (6.2) 中 间 存 在 广泛 一 类 描述 相对 
论 不 变 的 二 维 经 典 场 论 模型 的 方程 。 其 中 最 简单 例子 是 在 第 
一 章 中 讨论 过 的 sin -Gordon 方程 。 代 替 方 程 (6.1), 让 我 们 研 
究 方程 | 


ipe= Up, ip,— Vy (CD 
”以 及 它们 的 相 容 条 件 
U, — Vs =i[U, V], (2) 


式 中 E(t + 2), 9 一 到 (一 二 ) 为 时 空中 的 “ 光 锥 ” 变 


量 , 而 UsV 和 从 前 一 样 ,是 具有 极点 as、bs 的 1 的 有 理 函 数 。 
下 面 让 我 们 来 讨论 关于 所 研究 的 系统 的 相对 论 不 变性 问 

题 。 如 果 假 定 ， 在 洛 伦 兹 变换 下 ,U、V 同 向 量 分 量 一 样 变 
换 ， 那 么 系统 (2) 显 然 关 于 特殊 洛 伦 兹 群 是 不 变 的 。 实 际 上 ， 
在 具有 参数 7 的 变换 中 ,我 们 有 5 一 7 了 5, F777, 为 了 保持 
+ 在 本 节 中 ;其 中 “1 一 5” 这 些小 标题 是 译 者 根据 书后 参考 文献 [58] 加 的 、 
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不 变性 ， 只 须 假定 U 一 7-'U,，V 一 77。 在 坐标 xz 的 反射 
下 ,我 们 有 变换 <->wy。 所 以 ， 为 了 保持 在 全 洛 伦 兹 群 下 的 
不 变性 ,只 须要 求 存在 分 立 对 合 ( 包 含有 1 平面 的 分 式 一 一 线 
性 变换 ) ,在 这 种 对 合 下 实现 交换 U 一 V,，V 一 U. 
现在 让 我 们 来 研究 关于 全 洛 伦 兹 群 不 变 系 统 的 具体 例 


子 : 
N N 
U= Ut+ 之， VU» V=V,+ [a ，《3) 
nl .an 2214 十 ar 
于 是 
2V,e 一 [8@,,V.,1, 2U 一 [GD。]， 
9, 一 一 Ur _ -一 Uo, 0O, -一 >， Vx - 十 Vo, (4) 
. 证 十 Gk kk Un 十 ak 


其 中 ，ai 十 oj 取 0《 对 任意 四。 

当 极 点 可 以 是 多 重 的 并 且 9, 和 8, 的 分 母 允 许 有 零点 的 
情形 时 , 写 出 (4) 这 种 类 型 系统 并 不 难 . : 

还 要 注意 到 ,可 以 把 (1) 中 的 矩 降 上 取 作 某 种 矩阵 群 G 的 
元 素 。 于 是 , 0 和 了 便 是 相应 的 李 代数 元 素 ;显然 ,方程 (2) 没 
有 超出 李 代 数 的 范围 . 我 们 将 研究 系统 (4) 的 最 简单 情形 ,也 
即 和 矩阵 乙 和 7 各 自 都 有 一 个 简单 极点 而且 这 种 极点 的 位 置 
义 都 和 >*、: 无 关 。 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 


Ut Vp +. (5) 
4 十 1 4 一 1 
方程 (4) 这 种 系统 这 时 便 具 有 下 面 形式 : 
Lo 一 Fe 一 红 D oj 一 0， (6) 
Un —2 [v,, 六 一 Fy,| 一 0， (7a) 
. 1 ] 
Vi tilU t+ TU,, 中 | — 0。 (7b ) 


系统 (6) 和 (7) 的 不 同 规范 都 是 我 们 感 兴趣 的 。 假定 5, = 
,一 0 得 到 下 面 方程 组 : z : 
A, 一 二 [4， B], 8 一 一 到 [4, B1, (8) 


式 中 A=U,, B= —V. 


方程 (8) 是 下 面 方程 组 的 相 容 条 件 : 
— A 1 = 一 一 
‘pis 只， 一 (9) 


男 外 一 个 规范 在 于 矩阵 U, 的 对 和 角 化 。 在 (5) 中 我 们 假定 
U, 一 4 人 5)。 于 是 方程 (70) 是 显然 可 解 的 .让 我 们 假定 
~——A/2+C, T=V=2(— 58), (1— D/C 
1) 一 z; 式 中 5 是 某 一 对 角 算 阵 . 
于 是 系统 (1) 变 成 下 面 形式 : 
ips + C 由 十 = zAogp — 0, 


iy, + Sb 十 ry 一 0， 
22 


而 方程 (6) 变 成 下 面 形 式 ; 
i(C, 一 Ce) 一 二 [4oT] 一 [S,C]. 


-假定 C= 二 Ci++ Cy， 式 中 Cv 是 对 角 和 矩阵 ,i 上 我 们 注意 到 
Cn 一 3 一 0， 届 Ch = R.;, S = EK,. 
最 后 ,系统 (6) 一 (8) 变 成 下 面 形式 : 
1C 1 一 二 | 4,， 了 ] 一 [R,, C1], 
4 (10) 
iTe =——[C,+ Re,T], 
方程 组 (10) (U-V 系统 ) 在 特殊 情况 下 简化 为 sin -Gordon 
方程 


2， 主 手 征 场 
方程 (8) 同 具有 几何 意义 的 经 典 场 论 模型 之 一 一 一 主 手 
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征 场 有 联系 。 假 设 在 平面 (5#,7) 的 每 一 个 点 上 都 给 定 一 个 李 
群 G 的 元 素 g(#, 7), 并且 还 假设 复 矩 阵 群 的 一 个 子 群 作为 
陪 6 的 实现 ， 让 我 们 研究 拉 格 明日 密度 
3 

[一 二 (站 人 0D 
值得 注意 的 是 表达 式 (11) 在 G 中 有 双边 不 变形 式 。 的确， 用 
常数 矩阵 4k G 作 左 平移 (g 一 hg), 然后 在 (11) 中 进行 循环 
置换 ,可 证 实 工 的 不 变性 .同样 很 明显 , 拉 格 朗 日 工 相 对 右 平 
移 g 一 gh 也 是 不 变 的 。 拉 格 朗 日 对 应 的 运动 方程 为 


ge 一 = (gg ‘gn 十 gg '88). (12) : 
方程 (12) 称 作 群 G 的 主 手 征 场 方程 。 可 以 使 (12) 变 成 另 一 种 


形式 .为 此 我 们 引入 场 4 和 B， 它 们 属于 群 G 的 李 代数 之 元 
素 : 


4 一 1858 ， B=igg 。 (13) 
显然 ,存在 下 面 关系 式 : 
1, — Be=i[4, BI]. (14) 
从 (12) 同 样 得 到 很 容易 检验 的 关系 式 : 
A, + B= 0, 1 (15) 


方程 组 (14),(15) 显 然 等 价 于 系统 (8). 可 以 把 量 4 和 有 B 解 释 

为 流 ， 此 流 是 由 于 拉 格 朗 日 密度 相对 于 群 位 移 的 对 称 性 所 生 

成 的 ,而 方程 (15) 可 以 解释 为 这 些 流 的 守恒 律 . : 
采用 变量 (13), 拉 格 朗 日 密度 (11) 有 下 面 形 式 : 


L — 二 Sp48， ”6) 
而 方程 (15) 成 为 考虑 到 约束 (14) 的 相应 的 拉 格 庚 日 方程， 


让 我 们 显示 求解 方程 (15)。 我们 得 到 
A= OD: B= 一 全. 
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于 是 ,方程 (14) 变 成 下 面 形 式 : 
Be, + [os 8,] = 0, (17) 


此 方程 可 以 从 下 面 拉 格 朗 日 密度 得 到 |: 
L = 过 SpBsB, + 二 Sp(9[ge， 0,]). (18) 


当 方 程 (8) 采用 二 阶 厄 米 和 矩阵 形式 时 ， 在 存在 下 面 附 加 条 件 
下 : 
SpA=SpB=0, 8Spfd 一 Sp5 一 1 
它 摘 述 处 在 均匀 无 质量 标量 场 中 的 相对 论 弦 在 四 维 时 空中 的 
运动 . 
一 般 来 说 ,在 任 章 ”次 才情 况 下 ,从 (8) 得 到 
BE SpA" 一 0 Be SpB" —1 (19) 


从 (8) 同样 得 到 ,矩阵 4 的 约 当 标 准 形 4 与 4 无关 ， 而 和 矩阵 
B 的 约 当 标 准 形 B。 与 无 关 . 因此 46=4(8), Bo= Bo(3)， 
我 们 把 4 和 B 表示 成 下 面 形 式 : 
A=fiAfr', .B=— Bofi!, 
”从 而 证 实 了 下 面 事 实 : 对 矩阵 有 、 ;的 确定 清 确 到 右 乘 任 意 
的 且 分 别 同 4。、B。 对 易 的 矩阵 及、 月 的 范围 内 . 
下 面 假设 6G 一 SU(N), 于 是 矩阵 4 和 B 是 厄 米 的 ,其 
中 SpA 二 SpB 一 0， 这 时 4。 和 2 是 对 角 和 矩阵 ,而 矩阵 轧 和 
户 可 以 选择 为 SU(N) 群 的 元 素 . 如 果 这 时 和 矩阵 4 和 B 的 本 
” 征 值 相 异 ,那么 对 矩阵、 f 的 确定 便 只 精确 到 乘 上 任意 么 正 
对 角 和 矩阵 的 范围 内 .这 样 一 来 , 可 以 认为 矩阵 f, 和 所 被 定义 
在 度 形 MM 中 ,其 中 流 形 厅 是 由 SV(N) 群 按 对 角 年 阵 的 子 群 豆 
进行 因 式 分 解 时 产生 的 ,这 也 就 是 说 ， 可 以 认为 有 和 所 被 定 
义 在 旅 空间 ”(npocTpancTeo qnaroB) SU(N)/H 中 。 当 4。 和 
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Bo 男 定 时 , 逢 阵 4 和 8 在 此 空间 也 有 定义 ， 如 果 4 和 B 的 本 


征 值 中 间 有 相 重 的 ， 那么 相应 的 流 形 M( 退化 的 旗 空 间 ") 将 


有 较 低 的 维 数 . 
现在 让 我 们 把 系统 (17) 从 光 锥 变量 &,” 变 到 物理 变量 
一 上 一 1 十， 一 2 一 人 一 上 上 ,然后 我 们 来 计算 能 量 - 
动量 张 量 


T 心 一 0 0L) mL; 
p( B80.) :~ 


结果 我 们 得 到 
To 一 Ta 一 于 Sp(g 十 D2) — Sp(D3 + 1), | 
(20). 
T™ = TY = Sp®,9., = Sp(@; — Dé). z 
由 此 得 到 系统 的 哈密 顿 景 表达 式 : 
H = | Tdxr 一 |spC@; + Di)adr 一 
— | spCAE) + BAm)) dx . (21) 


从 (21) 可 看 到 ， 系 统 (17) 的 哈密 顿 量 是 同 4 和 B 的 具体 形式 
无 关 的 最 ， 当 减 去 常数 部 分 时 ,哈密 顿 量变 为 零 . 对 系统 (12) 
以 及 系统 (14) 和 (15) 也 可 以 直接 得 到 类 似 的 结果 (哈密 顿 量 


等 于 零 ). z 
为 了 如 开 同 哈密 顿 量 等 于 零 有 关 的 困难 ,例如 ,能 量 的 正 

则 定义 的 困难 , 就 必须 固定 矩阵 4 和 B 并 在 流 形 Wo 中 引 人 
坐标 来 解约 束 (19). 但 这 时 又 产生 新 的 困难 
到 的 方程 是 拉 格 朗 吕方 程 ， 也 即 所 得 到 的 方程 是 从 某 一 最 小 
作用 原理 得 到 的 。 下 面 我 们 指出 ,对 G 一 SU (2) 看 如 何 来 
克服 这 一 困难 . 为 简单 起 见 ,我 们 假定 

1 1 

2 
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需 证 明 所 得 


Pa 


SpA? 一 了 SPB ~ 1 (22) | 


并 借助 包 利 矩阵 将 4 和 8B 展开 ; 
4 一 ID. 4， B=0o:.B 
向 量 丰 和 B 有 单位 长 度 . 我 们 引信 cosa 二 有 妨 "B 并 计算 
导数 A: 和 B,: 
A:= {Ax (aB+ uA x B))), 


B,= {Bx (A+oA x B))}, (23) 
式 中 oi, a;， 51、 5b; 篆 为 数值 函数 .算出 
日 ， 
让 (4 .B)， (4 - B) ， 我 们 求 出 
al 一 ai/ sinc， b; 一 on/ sin a， (24) 
我 们 还 得 引信 
a 一 Usincy， 站 一 了 /sinw， 


U = A;:. B./ sina, V = A,.:B,| sina. (25) 
对 c, ,7 微 商 并 利用 (23) 一 (25) 我们 得 到 下 面 方程 组 : 


ce 十 sinw + UV| sing = 0,， (26) 
U, = asV | sino, (27) 
V: = aeU | sin &, (28) 
从 (27)、(28) 得 到 
pu(Uctg 二 | 十 A 一 0， 
所 以 
0 & 
bs = Uctg > br 一 —Vctg ph 
量 ca， ob 满足 方程 
1 
pen 十 -一 一 (cp 十 osbB, ) 一 0， (29) 
sin oe 
C 
sin 一 
Csr 十 sin w 一 -pp 一 0。 (30) 
2cos' 一 
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方 衬 (29),(30) 是 拉 格 朗 日 方程 ,它们 的 拉 格 朗 日 密度 为 
L = 了 aaa 十 到 BeB tg’ —1 十 cosa。 (31) 


能 量 -- 动 量 张 量 分 量 这 时 有 下 面 形式 : 


TY = 二 OraOre 十 = tg” = Or*80*8 一 cosa + 1, (32) 


To 一 Baia + tg O°80'p. (33) 


对 于 场 c 和 8 的 能 量 -动量 向 量 也 可 以 用 原始 场 丰 和 B 来 表 
示 : 
E= | 人 + (AB): + (A.B,)’ + (A.B:)’ 


4[1 — (AB)’] 
+1— (AB)|, / (34) 

P 一 Ja (A: B);—(A.: B)i+(A,.: B,)— (A:. Be) 

TAB 
(35) 

在 我 们 所 研究 的 情形 中 
do 一 B, = | ! 9 | 
0 一 ] 


在 更 一 般 的 情形 中 ， 4 一 ae)cs， B, = 一 b(n)o;. 但 ,假定 
A(Y, &) 一 ua(E)A(i, E) ， 
~ , 36 
Bn, 5) — b(n) Bi, §), C36) 
式 中 一 2(m)an, 一 | sw ， 在 变量 和 生生 中 又 
回 到 上 面 所 研究 的 情形 ， 让 我 们 提醒 一 下 , 仅 当 函数 a(#) 和 
5(s) 没有 零点 时 ,变量 代 换 (36) 才 是 相互 单 值 的 . 
下 面 我 们 将 指出 ， 把 上 面 所 提出 的 解约 束 的 程序 推广 到 
SU(N) 群 的 情形 ， 并 指出 这 种 程序 实质 上 是 从 原始 系统 (8) 
过 渡 到 系统 (10)。 实 际 上 ， 在 推导 系统 (10) 时 还 作 了 部 分 积 
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分 ， 引 人 任意 对 角 和 矩阵 R， 让 我 们 把 系统 (10) 北 成 一 个 二 阶 
方程 ,为 此 让 我 们 注意 到 ,矩阵 TT 可 以 表示 成 下 面 形式 : 
T= 9Boop*, 9 = ff. : 
矩阵 p 是 么 正 的 并 属于 “放空 间 ”ST(CV)/B。 从 方程 (10) 得 
到 
[rp 9pe + pCip, Bol = 0, 
或 者 
Ri + Ci=—ipp* + pWo*, 
式 中 丈 是 同 Bo 对 易 的 某 一 对 角 和 矩阵 , 它 的 矩阵 元 为 Wi 一 
BW 
量 村， 可 以 从 矩阵 CJ 的 对 角 元 等 于 零 的 条 件 求 出 . 
要 注意 到 ， 对 和 矩阵 9 的 确定 只 精确 到 乘 上 对 角 和 矩阵 
er(Lix 一 ;6ix) 的 范围 内 ， 在 这 种 变换 下 产生 下 面 代 换 : 


W—>W+ Le (37) 
在 SU(2) 群 的 情况 下 ,假定 
0 。 0 一 800 
C 口 S 一 一 Si 一 一 ee . 
2 2 
中 一 玫 一 人 一 0， (38) 
0 C 


一 sin 一 et cos- 一 
2 2 9 


对 a 和 8 可 得 到 系统 (29),(30). 
在 一 般 情形 中 , 假定 Ls 一 一 万 ，R 一 0， 可 以 得 到 
W =— 0, (39) 
相应 的 系统 
8, (qqp*) 十 二 [p Bop*, A0] 一 0。 (40) 


当 Bo 一 4 时, 对 SU(3) 群情 形 可 以 化 成 拉 格 朗 日 形式 . 我 
们 还 要 注意 到 ,虽然 系统 (40) 是 在 正 交 矩阵 群 中 确定 ,但 这 种 
系统 同 正 交 群 的 主 手 征 场 根本 不 同 . 实际 上 , SU(N) 群 的 实 
的 旋 空 间 是 由 全 体 正 交 和 矩阵 群 组 成 的 ， 所 以 正 交 群 的 旗 空 间 
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显然 有 术 低 的 维 数 ， 特别 是 ， 在 So(2) 群 中 的 方程 (40) 是 
sin-Gordon 方程 ,而 SO0(2) 群 的 主 手 征 场 由 于 它 的 对 多 性 却 
用 线性 方程 来 描述 ， 


3. 手 征 场 和 简化 问题 


我 们 所 构造 的 系统 力 是 含有 很 多 相互 作用 场 的 方程 组 . 
在 SU(N) 群 的 2 个 极点 情形 中 ,一 般 系 统 (4) 含 有 nN(N 一 
1)/2 个 复数 场 。 但 在 这 些 数目 中 仪 仅 头 几 个 值 会 在 场 论 中 
得 到 应 用 . 所 以 减少 相互 作用 场 的 数目 问题 也 即 简化 问题 具 
有 很 大 意义 .特别 值得 注意 的 是 ， 对 主 手 征 场 的 简化 还 具有 
明显 的 几何 意义 . 下面 让 我 们 来 研究 群 G 的 主 手 征 场 〈 今 后 
我 们 将 假定 G = SU(N) 或 者 SOCVN))。 并 假定 这 种 场 满足 
下 而 附加 条 件 : 


gf —1. (41) 
我 们 将 证 明 , 此 条 件 同 具 有 下 面 形式 的 主 手 征 场 方程 相 容 : 
gir 一 = (geg8» 十 gngBe), (42) 


我 们 对 (41) 求 关于 和 7 的 微 商 得 到 / 
Baerg + ggen 十 gegn tt Brge — 0. (43) 
我 们 将 (42) 代入 到 (43) 并 利用 从 (41) 得 到 的 以 下 关系 式 : 
gi8 一 一 gg9 gr8 一 一 ggr。 这 时 我 们 便 证 实 恒 满 足 (43), 从 
而 方程 (42) 和 条 件 (41) 的 相 容 性 得 到 证 明 . 特别 值得 注意 的 
是 ,条 件 (41) 具 有 几何 意义 .让 我 们 把 8 表示 成 下 面 形式 : 
f=]1 一 2P， 《44) 
于 是 , 从 (41) 得 到 PF 二 P, 即 了 是 投影 算 子 , 它 作 用 在 群 G 的 
伴随 表示 空间 中 。 条件 (41) 在 作为 黎 曼 空间 的 群 G 中 分 离 出 
某 一 子 空间 G。 子 空间 @ 不 是 连通 的 。 每 一 个 投影 算 子 Pk 
电 它 自己 的 象 ( 也 即 此 投影 算 子 所 投射 到 的 空间 ) 的 维 数 和 来 
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表征 。 显 然 ,在 演化 过 程 中 , 数 生 不 可 能 改变 ， 所 以 可 以 认为 
8 一 1 一 2PA。 

设 群 G 的 伴随 表示 空间 的 维 数 等 于 N， 群 G 的 元 素 8 同 
样 也 可 表示 为 g 二 一 1 十 2P', 其 中 已 一 1 一 P, 为 己 的 余 投 
影 算 子 。 所 以 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 《 委 [NV/2]。 因此 , 方 
程 (43) 力 是 下 面 方程 的 集合 : 

[Pisss Px] = 0,k=1,2,..*,[N/2] (45) 

(符号 [a] 表示 数 4 的 整数 部 分 )。 作 用 的 相应 表达 式 有 下 面 
形式 : 


1 
Si 一 二 | Sp(Pr,, Prs)dnds. (46) 


(45) 的 每 一 个 方程 都 是 在 维 投影 空间 中 给 出 的 手 征 
场 。 对 实 的 情形 ,这 种 空间 称 作 实 的 Grassmann 流 形 ,:， 而 
对 复 的 情形 , 称 作 复 的 Grassmann 流 形 T%,;。 Grassmann 流 形 
力 是 SO(N) 群 和 SU(CN) 群 的 齐 性 空间 (homogeneous space ) ， 
从 而 这 种 流 形 是 这 两 个 群 按 低 维 子 群 进行 因子 分 解 的 结果 : 


FRR SON) . ype .SU(N) 
ORSON—A” * USUO — A) 


(47) 
因此 这 种 Grassmann 流 形 力 是 在 N 维 实 的 或 复 的 空间 中 的 
维 超 平面 集合 ,而 SO(N) 群 或 SUCN) 群 作为 转动 群 超 作用 
在 这 种 流 形 上 .对 一 1 这 一 特殊 情形, Grassmann 流 形 称 作 
N 维 投影 ( 实 的 或 复 的 ) 空间 并 用 RPw 和 CP* 来 表示 。 在 这 

种 情形 下 , 投影 算 子 P 可 写成 下 面 形式 
Paani 之 /7 一 (22) = 1. (48) 

把 (48) 代 入 到 作用 (46) ,我 们 得 到 

S 一 [nens) + (nrs) + 2Cnns) Cnns) Jasdn, (49) 
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在 实 的 情形 中 ,相应 的 运动 方程 为 


nen 十 (nen,)n 一 0， (50) 
而 在 复 的 情形 中 ,相应 的 运动 方程 为 
ne 十 广 [ (zsmy) + (nom8) + nenn) 一 (nnes) ln 
— (nne)n, — nn)ne 十 2(nn,)(nne)n 一 0。 (51) 


对 实 的 情形 来 说 ， 关 系 式 (48) 中 的 向 量 # 的 确定 仅 精 确 
到 正 负 号 范围 内 ,这 也 就 是 说 , 实 投 影 空间 的 手 征 场 仅 仪 对 应 
方程 (50) 这 样 一 些 解 , 见 对 这 些 解 米 说 ,向 量 # 仅仅 限于 在 球 
面 SY ! 中 的 一 个 半球 面 内 运动 。 如 果 取 消 这 一 限制 ,方程 
《50) 仍 有 意义 。 在 这 种 情形 中 ,方程 (50) 是 整个 球面 Sx-:! 的 
2. 场 方程 。 对 RPN! 和 球面 Sx-: 的 手 征 场 方程 之 间 的 局 部 
一 致 可 用 下 面 事实 来 解释 投影 空间 RPN! 是 球面 SV! 关 
于 离散 群 Z; 作 因 子 分 解 的 结果 . 

实 球面 和 复 球面 同样 分 别 是 SO(CN) 群 和 SU(N) 群 的 齐 
性 空间 ,它们 是 这 两 个 群 分 别 按 子 群 SO(N 一 1) 和 SU(N 一 1) 
作 因 子 分 解 的 结果 。 实 球面 和 复 球面 都 是 更 为 普遍 的 齐 性 子 
空间 一 一 Stiefel 流 形 o 虽 和 o8,x 的 具体 例子 。 Stiefel 流 形 
ok 和 ok 力 是 实 的 或 复 的 NN 维 空间 中 的 《 维 正 交 归 一 标 
架 : 


SOCV) ASUCN) 
SO(V 一 人 ”SUC 一 条 
在 Stiefei 流 形 中 , 自然 出 现 手 征 场 ， 并 且 可 把 这 些 手 征 场 解 


释 为 个 正 交 # 场 系统 。 这些 场 的 作用 和 方程 有 下 面 形式 : 


大 
s— 3) 3 [Coyrs) + (nga9)145an， 


大 
nb + Dy [nsng) + (2gzp)]2 一 0， 
旺 尘 1 


(nns) 一 52 
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我 们 注意 到 ,在 复 的 情形 中 , 甚至 连 & 一 工 的 情形 ( 复 的 2 场 ) 
我 们 所 得 到 的 方程 也 同 (51) 不 同 。 这 是 因为 CPY 不 同 于 复 
的 (2N 十 1) 维 球面 按 连 续 群 U(1) 的 因子 分 解 . z 

Grassmann 汶 形 和 Stiefel 流 形 二 者 的 手 征 场 都 是 具有 几 
何 意义 的 自然 场 论 模型 。 上面 我 们 已 经 证 明 过 ，Grassmann 
流 形 的 手 征 场 方程 是 主 手 征 场 的 简化 。 下 面 我 们 将 要 利用 这 
一 事实 来 证 明 ,Grassmann 流 形 的 场 的 可 积 性 。 不 过 对 Stiefel 
流 形 的 手 征 场 ， 除了 能 化 简 为 实 球面 的 Grassmann 流 形 情形 
之 外 ， 送 今 还 没有 证 明 简 化 和 可 积 性 这 些 否 实 。 但 可 以 提出 
一 个 简化 和 可 积 性 都 存在 的 假说 。 可 以 用 更 普遍 的 形式 来 令 
述 这 一 假说 ， 即 很 可 能 存在 下 面 情 况 : SO(N) 群 和 SU(CN) 
群 的 所 有 章 性 空间 的 手 征 场 都 是 可 积 的 ， 而 所 有 相应 的 方程 
都 是 由 于 主 手 征 场 方程 的 简化 得 到 的 ; 并且 主 手 征 场 方程 的 
全 部 简化 也 很 可 能 只 限于 这 种 形式 ， 


4. 孤子 解 


下 面 让 我 们 用 $6 中 所 论述 的 图 象 将 逆 间 题 方法 引用 到 
主 手 征 场 中 来 . 这 时 应 注意 到 ， 由 于 主 手 征 场 方程 允许 积分 
形式 的 工 -4 对 (和 矩阵 U 和 VV 存 在 单独 的 简单 极点 ), 所 以 主 手 
. 征 场 理论 完全 同 =” 波 问 题 的 理论 相似 。 下 面 我 们 只 简明 扼要 
写 出 在 SU(N》 群 中 主 手 征 场 的 孤子 解 . z 

在 点 4 一 加 处 具有 按 4 的 一 个 极点 的 孤子 解 (用 和 矩阵 8 
”的 语言 ) 有 下 面 形式 : 


一 ?0 一 ho 
& 一 《 十 - 元 P ) do| -=o， (52) 
式 中 (1， 5 7) 是 当局 = 了 一 有 时 为 裸 方 程 (1) 的 解 : 


po, £7) 一 exp| 二 1 | do(5 0)dE 一 
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4 一 工 

按 下 面子 空间 来 构造 投影 算 子 P; 
M 一 po | 12 M os AN 一 po | :TVo， z 

M = ImP， AN = kerb,. : 
并 且 这 种 投影 算 子 是 厄 米 的 (P* 一 P)， 所 以 空间 M 和 N, 以 
及 M，, 和 No 彼此 都 是 正 交 互 余 的 ， 因此 只 须 给 出 其 中 一 个 
子 空间 ,例如 MM。, 便 可 ， 设 这 个 子 空间 用 向 量 a? (p 一 1,…- 
+:)》 撑 成 ; + 是 空间 M。 的 维 数 。 设 Ao = diagai:(£), Bo 
diagb6:(n)， 于 是 对 组 成 MM 基 底 的 向 量 wm? 来 说 ， 我 们 有 下 面 
形式 : 


一 一 | Bo 22 二 (53) 


. > € 
0 = af sp| | ai($") ds 


1 十 1 
8 9 ， 7 
一 和 下 -| b(n) dy |. (54) 
对 ?一 1 这 种 最 简单 情形 ， 
Pu 一 -atom . 
PE 


在 SU(2) 群情 形 中 ,孤子 解 依赖 于 两 个 复 参 数 (N= 二 i240， 
cs/c1) 并 且 是 原来 意义 上 的 孤子 ,也 即 ， 当 46， Bo 为 常数 时 ， 
这 种 孤子 解 亡 是 具有 个 面 恒 定 速度 的 孤立 波 : 
J 一 (5, 一 六 )| 1 十 io| ”一 (a1 — ay [1C— 2 
(Bi — ba) Nl + bolt Ca — a)ll— hl 
根据 公式 《34) 和 (35) 可 以 算出 孤子 的 能 量 和 动 最 ， 从 而 可 得 
到 孤子 质量 的 表达 式 : 

2 一 440' (al 一 a2)(b 一 b;) 
” [1 一 2 和 

孤子 的 先 阵 P, 有 下 面 形式 : 
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y 一 
| < < (56) 
2chy > 


式 中 


y= loaoo(xz — vi — YX0), 4o 一 一 7 
C32 


§ = (hom 十 ao) — (Uo00 十 or 十 arg a4; (57) 
C1 
人 0 bi 一 2 
Oo = . -一 -一 -一 -~ - 一 一 一 一 一 一 
11 1 一 1 


at ™— 0 bi ”~ 2 


人 = 一 一 一 。 
[2 十 工 | 12 一 工 


当 〈c 一 a) (5 一 562) 僵 0 时 ， 珀 子 是 通常 的 粒子 ,而 当 
(co 一 a)( 一 2 一 0 时， 孤子 是 快 子 (tachyon)。 对 于 
SU(N) 群情 形 ,如 果 N > 2, 则 孤子 之 间 存 在 非 平 凡 相互 作 
用 . 设 入 == 3, 于 是 , 正 象 三 波 问题 一 样 ,除数 4 之 外 , 还 得 
用 完整 向 量 (c,， c，， c3) 来 表征 孤子 解 。 如 果 此 问 量 的 一 个 
分 量 等 于 零 ,那么 我 们 得 到 简单 的 孤子 解 ， 在 这 种 情形 中 , 显 
然 存 在 三 种 类 型 的 颖 子 。 头 两 种 类 型 的 孤子 是 当 c: 一 0 和 
c 一 0 时 的 单元 狐 子 ,而 第 三 种 类 型 的 孤子 是 当 c: 一 0 时 的 
复合 孤子 ， 

从 质量 公式 (55) 可 得 到 ,在 标准 孤子 的 情形 中 , 当 6 > 
a 之 m3 b1 b> 5b; 时 ,复合 碧 子 质量 的 平方 大 于 两 个 单元 
孤子 质量 的 平方 之 和 : 《ai 一 a3) (bi 一 63) 之 (a1 一 a2) (5 一 
b) 十 (es 一 oa) 2 一 2)。 因 此 ， 复 合 孤 子 衰变 成 两 个 单元 
孤子 是 可 能 的 .一 般 情 形 (所 有 三 个 上 关 0) 的 孤子 解 ， 实 
际 上 描述 了 这 种 衰变 。 从 分 析 一 般 解 (5.8),(5.9) 可 以 很 容易 
得 到 , 当 :一 一 co 时 ， 

La 一 0， Pa— (0, 
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有一 一 一 一 于 一 一 
2ch (tobe Want Iin| 人 和 
. C3 


7 


而 当 :一 十 co 时 ， 
P's —> 0， 
1 


2ch (tabs 一 Mocb2x 十 ln 


|P,, | 一 > 
C1 


C2 


1 


[Pp,,| 一 > 
2ch CE Mrvozy 七 ln 


) 
C2 
| 
(根据 公式 (57), 用 i, 代替 指标 1 2 来 计算 量 ot) 由 此 可 
见 , 数 cy/c, 和 cs/c, 表征 衰变 产物 的 最 终 坐 标 。 因 方程 (2) 相 
对 时 间 符 号 改变 是 可 逆 的 ， 所 以 存在 两 个 单元 孤子 聚变 为 复 
合 孤 子 的 逆 过 程 ， 这 些 过 程 可 从 这 样 的 弧 子 解 中 找到 ， 即 在 
这 种 孤子 解 中 , 余 投影 算 子 1 一 的 象 力 是 一 维 子 空间 . 


5. Grassmann 流 形 手 征 场 的 积分 


现在 让 我 们 来 研究 场 的 积分 程序 ， 其 中 这 些 场 是 由 于 简 
化 而 产生 的 。 下 面 我 们 仅 限于 在 本 节 3 中 所 研究 的 SU(N) 
群 主 手 征 场 的 简化 ，g? 二 1 的 情形 ， 在 这 种 情形 中 引导 出 
复 Grassmann 流 形 手 征 场 。 为 了 实现 积分 ,必须 阐明 这 种 简化 
怎样 反映 在 黎 曼 问题 的 数据 上 ,也 就 是 说 ， 从 这 种 简化 出 发 ， 
对 矩阵 4、Bu、G(1) 和 函数 罗 ,、y; 的 零点 分 布 以 及 子 空间 
N;、M; 的 结构 应 加 上 什么 样 的 限制 。 首 先 让 我 们 注意 到 , 从 
公式 (13) 及 条 件 g’? 二 1 得 到 下 面 天 系 式 : 


Apg++ged= 0, Be+geB=0, (58) 
考虑 到 g 二 1 一 2P， 还 得 到 下 面 关 系 式 : 
A= —2ilP, Pe 1]，, B = —2iLP, Pp,l, (59) 
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从 关系 式 (5.8) 及 基本 公式 (1) 得 到 , 可 以 选取 解 的 这 样 的 基 
本 和 矩阵 p， 它 满足 下 面条 件 : 
Pll) = gp(1), 8 一 9(0). (60) 
换 名 话说， 函数 9 的 零点 就 单位 圆 的 反 演 意义 上 讲 是 成 对 称 
分 布 的 ， 并 且 分 成 简单 零点 ( 当 |4| 一 工时) 和 双重 零点 .这 
一 事实 在 sn -Gordon 方程 理论 中 早已 知道 (参看 第 一 章 )。 相 
应 产生 简单 和 双重 孤子 解 。 因 公式 
pel/4) 一 gopol 4), (61) 
( 式 中 go 一 (0)) 对 所 给 定 的 系统 (1) 的 原始 解 ( 黎 曼 问 题 
的 解 ) 也 成 立 , 所 以 函数 风 D2 满足 对 合 : 
pi(1/1) = gp(N) go (62) 
pA1/1) = gopz( Nh)g, 
由 此 得 到 
G(1/4) = goG(1) go, (63) 
Gol 1/2) 一 goG (4), 
(63) 的 第 二 个 公式 乃 是 “ 罕 衣 服 ” 矩 阵 Go(X4) 具有 的 条 件 . 
从 公式 (57) 得 到 下 面 天 系 式 : 
PA AP= /A,， PAo tt AoPo = Ao, (64) 
PB+BP=B, PB,+t BP,— Bo. 
( 式 中 Po 是 裸 投影 第 子 ，g, 一 1 一 2P)， 而 从 (62) 得 到 裸 投 
影 算 子 Po 的 穿 衣服 ”公式 : 
P = fPofi', fi = Gla 
所 以 对 问题 的 整个 解 来 说 , 还 必须 确立 P, 和 如 的 具体 形式 . 
回忆 4。， Bo 为 对 角 和 矩阵 ,从 公式 (64) 我 们 有 
Poix(ai 十 ai) 一 Ditak, (65) 
Pok(2 十 OU) 一 5iKDA。 
让 我 们 把 数 ww 的 平方 以 递减 次 序 排列 起 来 。 把 矩阵 4° 的 对 
”和 角 线 分 成 具有 相等 本 征 值 平方 的 若干 块 。 对 这 些 块 的 每 一 块 
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“内 部 都 将 负 的 本 征 值 排 在 正 的 本 征 值 之 后 ， 从 (65) 得 到 , 和 矩 、 
降 忆 拓 有 分 类 对 角形 式 并 且 在 每 一 块 中 , 秆 阵 P 简化 为 矩 


6> 其 中 P$ 有 下 面 形式 : 
1 1 KR 十 十 
上 一 [2 1 | ， RAR 一 RER4 一 TI。 (66) 


式 中 R 是 么 正和 矩阵 . 
从 公式 (64) 很 容易 确立 , 在 上 面 所 描述 的 关于 数 a; 的 排 
列 次 序 下 , 同 4 对 多 的 矩阵 Bo 也 应 分 解 成 局 4 结构 相 一 致 
的 对 角 垂 阵 。 最 后 ,年 阵 4 和 B 的 第 & 块 可 用 函数 ax(#)， 
ba《m) 来 表征 。 把 (66) 代 人 到 (57) ,我 们 得 到 矩阵 Rk 的 表达 
式 : 
R% 一 Rexp( ; | akdeE 十; | bo)2 ). (67 ) 
式 中 Rx 为 任意 常数 么 正人 矩阵 。 投影 算 子 Po 象 的 一 般 维 数 由 
矩阵 Pi 的 总 秩 数 来 确定 . 
公式 (66),《67) 解 决 了 关于 Grassmann 流 形 手 征 场 的 渐 近 
状态 的 结构 问题 。 构造 有 关 这 些 场 解 的 进一步 图 象 同 在 $6 
和 本 节 4 所 论述 的 没有 什么 区 别 。 还 要 注意 到 ， 在 复 投 影 空 
间 手 征 场 的 最 简单 情形 中 ， 矩阵 do 和 B 总 共 可 只 含有 一 个 
非 平 凡 块 , 所 以 这 里 的 新 近 状 态 用 一 对 函数 a, 2 来 表征 。 从 


”本 市 4 的 结果 得 到 ， 在 这 种 情形 中 ， 孤 子 没有 非 平 凡 相 互 作 


用 。 可 以 把 这 里 所 论述 的 全 部 理论 照搬 到 实 Grassmann 流 形 
手 征 场 和 实 球面 + 场 中 去 ， 还 要 注意 到 ， 从 上 面 整 个 论述 很 
明 时 得 到 ,对 球面 ” 场 的 孤子 来 说 ， 不 管 它们 的 维 数 是 多 少 ， 
都 没有 非 平 凡 相 互 作用 . 
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第 四 章 “ 大 时 间 情 况 下 的 渐 近 解 


前 几 章 发 展 的 逆 问题 形式 体系 ， 使 我 们 能 够 找 述 许多 类 
可 积 方程 的 精确 解 .对 衰减 快 的 情况 ,这 就 是 和 N 个 孤子 解 ,也 即 
在 大 时 间 情 况 下 ,这 种 解 可 分 解 成 N 个 单 孤子 解 的 迭 加 形式 . 
本 章 目的 是 描述 : 一 0 时 解 的 渐 近 行为 ,在 颇 大 程度 上 ,这 种 
解 对 应 于 任意 初始 条 件 . 利用 逆 问 题 方 法 ， 使 我 们 能 象 线性 
系统 那样 的 详尽 地 研究 解 的 浙 近 形式 ， 即 ， 使 我 们 能 用 属于 
t 一 0 时 刻 的 初始 数据 得 到 渐 近 形式 的 显示 公式 .因此 我 们 
可 以 恰如其分 地 说 , 渐 近 公式 最 明显 地 表明 , 逆 问 题 方法 是 日 
有 成 效 的 ， : 

首先 让 我 们 讨论 一 下 ,我 们 想 要 得 到 的 最 终结 果 . 为 此 ， 
我 们 先 研 究 在 线性 问题 中 存在 的 情况 .采用 适当 变量 ， 所 有 
保守 线性 方程 的 解 可 表示 成 傅 里 时 积分 形式 : 


f(x, 1) 一 5 | g(R)e -word 
式 中 w( 有 ) 为 波 的 色散 律 , 而 s(x) 是 初始 条 和 件 的 传 里 叶 变 
换 : 
一 工 | f(x eK*adx 
g(*) 二 | f(x, 0)e-'**dx. | 

如 果 考 虑 的 系统 是 色散 系统 ， 即 对 几乎 所 有 饮 来 说 ， 
co" (KR) 天 10， 那么 当 一 c0 时 ，, 解 f(x 1) 集中 在 x/t 一 (一 
0O(1) 的 区 域内 。 的 确 , 我 们 假定 x 一 wx， 并 用 稳定 相 方法 计 


算 积 分 得 到 
f(x, 1) = const 。 1 2g(kR(v)) exp{ilk(v)y — wlk(v))]i}, 
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式 中 tv) 为 方程 wo'(%) 一 v 的 根 ( 为 简单 起 见 ,我 们 认为 此 
根 是 唯一 的 )、 这 个 公式 和 用 初始 数据 来 表示 出 g(&) 的 公式 
一 起 完全 地 (并 显示 地 ) 解 出 了 渐 近 式 问题 。 下 面 我 们 将 竭力 
设法 得 到 这 种 类 型 的 公式 ， 

应 当 指 出 ， 确 定 非 线性 色散 系统 的 渐 近 解 的 结构 并 没有 
吸取 逆 问 题 方法 . 一旦 我 们 碰 到 非 一 维 方程 。 我 们 就 期 待 当 
t 一 co 时 , 渐 近 式 将 有 纯 线 性 特点 (当然 ， 如 果 渐 近 式 中 没有 


孤子 的 话 )。 在 一 维 问题 中 , 由 于 解 的 振幅 衰减 得 慢 ， 渐 近 值 
的 形式 就 显得 复杂 一 点 。 的 确 , 如 果 解 的 振幅 衰减 同 收成 
比例 (和 所 有 线性 问题 一 样 ) ,那么 ,一 般 来 讲 ， 波 的 频率 的 非 
线性 位 移 为 振幅 的 平方 ， 从 而 同 六: 成 比例 ; 这 应 导致 出 现 
与 jnz 成 比例 的 附加 位 相 。 例 如 ,就 非 线性 薛 定 谓 方程 来 说 ， 
ftp 十 bcs 士 1 由 ?一 0 
渐 近 式 应 有 下 面 形 式 : 
px, 71) = £2 (EE)exp| 1 ti | f (=) in | 
十 O (2). 
《直接 代入 便 可 验证 这 种 假定 的 正确 性 )。 因 而 我 们 的 问题 在 
于 确定 复 值 匈 数 f($) 同 初 始 条 件 4(r, 2)1 = 之 间 的 联系 。 
有 点 出 乎 意料 的 情况 是 ， 确 定 这 种 咕 数 的 模 和 幅 角 是 不 同 程 
度 的 复杂 问题 .本 章 第 一 节 解 决 其 中 的 第 一 个 问题 ;而 第 二 节 
专用 来 解决 第 二 个 问题 。 并 将 第 一 节 所 得 到 的 结果 应 用 到 非 
线性 介质 中 的 Fraunhofer 衍射 问题 中 去 。 在 这 些 节 内 ， 我 们 
基本 上 研究 相 空 间 无 孤子 部 分 。 但 在 渐 近 式 中 考虑 到 孤子 并 
不 复杂 ,因此 我 们 没有 专门 研究 这 类 问题 。 
$1T. 积 分 关系 式 ， 非 线 性 绅 朗 和 费 衍 射 


让 我 们 研究 非 线性 薛 定 间 方程 : 
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ir, + ras 二 2)7 |27 一 0。 (1) 
在 无 孤子 情形 中 , 逆 问 题 方 程 (1.9.117 简 化 为 下 面 形式 : 


ri 站 由 (x， n De 
_. 1 ein me | r( 1 
Par» We 2 二 X24 十 i0 


» rN p(x 4 ee < 
pilx, Me sl 27 2 XAi0 d1 


同时 + (414,72) 一 (1， 0)e**, 让 我 们 来 研究 当 * 一 co 时 方程 
(2) 的 解 。 函 数 办 ,: 是 本 征 值 间 题 (1.9.1) 的 解 : 
A 0 


(2) 


2 (3) 
Br 一 —iNpy + ir(x, 1) ps 


其 中 当 * 一 oo 时 其 渐 近 式 为 内 一 ec， 器 一 0。 当 :很 大 
时 ， 我 们 期 望 r(x, z) 将 处 处 接近 于 零 。 基于 这 种 理由 , ,， 
办 应 同 指数 函数 差别 不 大 。 所 以 我 们 将 寻求 系统 (2) 具 有 下 
面 形式 的 解 : 

pi— A(N, x, 1)e'*, 

, ~ 万 (1， Xy £)e 4 (4) 
式 中 4 和 好 同 指数 函数 相 比 为 * 和 的 慢 变 函 数 . 将 (4) 代 
人 (2) 我 们 得 到 


B ex+4ibe = -| rN ) A ) er te 2 ， 
271 J -om 4 一 4 十 10 
-1+ 二 | rH IBO) 2 (5) 
2xni -4 一 4 十 120 
现在 假定 x 二 vi， 并 利用 广义 函数 理论 的 熟知 关系 
式 : 
ym e's jf -人 _. 1), D’' (4) 一 0， 
tk 一 4 十 70 0， PB'(1) > 0， 


从 (5) 中 的 第 一 个 方程 求 出 
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了 (2) 一 r(2)4(2)6( 一 214 — 4), 《6) 
式 中 
1， 二 > 0 
oA {0 E 一 0， 
进一步 令 : >*(12)0( 一 "1/4 一 4) 一 R(14,v)。 考虑 到 (6),， 将 
(5 ) 的 第 二 个 方程 改写 成 下 面 形式 : 
yy) 一 R(X, vy)|’ACX, v) 
A o) + 271 | 1 一 4 十 320 人 (7) 
现在 让 我 们 提醒 一 下 ， 事 实 上 ， 我 们 熟知 此 方程 的 解 。 其 
实 , 当 VV 二 一 00 时 ， 天数 RRC1， 7 ) 一 r(4) 一 b(14)/al1), 而 
A(4,v) 一 a(4); 再 考虑 到 . ce(2) 在 上 半 平 面 的 解析 性 质 以 
及 关系 式 |a(1)1 十 15(4)1? 一 1， 显然 ， 我 们 满足 了 方程 
《7)。 所 以 :方程 (7) 的 解 4(4) 有 力 是 上 半 平 面 的 解析 函数 , 它 
在 那里 没有 零点 (让 我 们 回忆 到 ， 我 们 是 研究 无 孤子 情形 ) 并 
且 在 无 穷 远 处 它 趋 于 1; 而 当 1 为 实数 时 ， 显 然 4(4) 的 模 
等 于 : 
[a(4)|, 1 过 =—yv/4, 
MOL (8) 
14(2)| 的 这 种 结构 ， 能 把 公式 (7) 中 的 被 积 表 达 式 改写 成 下 
面 形 式 : [4 一 4 一 1 十 2 加) 根据 函数 
4(2) 的 上 述 一 系列 性 质 ,我 们 能 直接 反 求 出 它 , 这 是 因为 我 
们 已 经 知道 14(4)1, 而 它 的 幅 角 由 色散 关系 式 给 出 : 
argA(4) = -| 了 dn. (9) 
”公式 (4),(6), (8) 和 (9) 确 定 出 办 (2) 和 加 (4)， 除 了 在 
v 一 一 44 附近 的 狭 罕 (~ 六 2) 区 域 之 外 ， 所 求 的 解 对 所 有 
> 一 x/t 都 成 立 。 从 公式 (1.9.13) 的 第 二 个 公式 (原因 很 清 
楚 , 我 们 没有 理由 用 第 一 个 公式 ), 使 我 们 得 到 积分 : 
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| Isrx, 1) ladx 一 二 | |R(G) 1 AGC)a2. : 
此 等 式 右边 的 积分 ,由 函数 4(4) 在 无 穷 远 处 的 留 数 确定 ; 最 
后 我 们 有 

i re Dbar =— 却 | 


— wr/4 1 

= aCOP 
公式 《10) 使 我 们 能 对 第 一 章 $10 中 所 引 人 的 非 线 性 薛 定 刘 方 
程 的 角 变 量 的 作用 给 出 物理 解释 。 这 就 是 说 ， 连 续 谱 的 作用 
型 变量 wn(4) (参看 (1.10.25)) 访 是 浙 近 状态 的 填充 数 ， 除 
此 之 外 , 当 # 很 大 时 ,《10) 表 示 为 


:ln 1 z 
TO re pr (11) 


公式 (10), (11) 存在 一 个 非常 有 意义 的 物理 应 用 .方程 
《1) 可 化 成 下 面 形式 : 
ny OE FE 2 ON 2 

2 tart IENE, (12) 
这 时 它 描述 稳定 电磁 波 在 非 线性 介质 中 的 行为 。 假 定 ， 折 射 
指数 对 场 的 依赖 关系 有 下 面 形式 : wn 一 no 十 6nnL|1E1 (立方 非 
线性 ). 《12) 中 量 三 的 意义 为 电场 的 复 包 络 , 波 矢量 下 沿 zx 轴 
方向 ,而 方程 (12) 左 边 的 第 二 项 是 考虑 到 波 的 衍射 弥散 量 . 现 
在 让 我 们 来 研究 非 线性 介质 中 的 夫 琅 和 费 衍 射 问题 ， 也 即 关 
于 波 在 带 有 颖 际 的 屏 上 (并 且 屏 的 后 面 放 有 非 线 性 介质 ) 的 衍 
射 问题 。 假 设 屏 放 在 x 二 0 的 平面 上 ; 我 们 将 认为 屏 平 面 上 
的 波 场 是 给 定 的 并 且 等 于 常数 ,为 简单 起 见 , 还 假设 屏 上 总 共 
只 有 一 个 宽度 为 工 的 终 除 . 在 这 种 情形 下 ， 方程 (12) 的 初始 
条 件 便 有 下 面 形式 : 


0， 9 
EC 一 一 | r+<0, +>L, (13) 
0<x<< 工 ， 


a1. (10) 
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假定 ， 一 人 V/5w /2no 了 :一 z/2K， 则 我 们 就 有 关于 
r(x， 1) 的 方程 (1)。 对 形 如 (13) 的 初始 条 件 来 说 ， 其 散射 数 
据 a(24), 5(1) 很 容易 算出 ;这 样 ， 
1 tr 
| at 十 [rol cos’XL 
式 中 z 


2 
X01) ~ EP + | yo|2)2， | 一 全 See | Eol?, 
0 


因为 :一 z/2X*， 所 以 ,实际 上 我 们 使 用 公式 (10) 得 到 对 大 于 
arctg(v/2k) 角度 的 衍射 辐射 的 积分 强度 。 其次， 由 于 方程 
《12) 仅 仅 适 用 于 研究 对 小 角度 的 衍射 ,所 以 需 假定 2 饼 1, 这 
样 我 们 便 得 到 衍射 到 角度 间隔 从 0 到 9 十 49 内 的 辐射 强度 
的 简单 表达 式 : 


1 
d1(0)=— — dd0 
(0) — 3 1 Tato7 2 


式 中 xX 一 Knwi/no， 这 样 一 来 ,在 对 颖 隙 衍射 情形 下 

al 一 -全 ln RO /4 十 | ro|: ( 4) 
20 nx RO:/4 十 |ro|cos’[L (RO:/4 十 17ol27)22 
当初 始 条 件 (13) 不 包含 孤子 时 ,也 即 当 a(4) 在 上 半 平 面 没 有 
零点 时 ,此 公式 才 成 立 。 当 人 射 到 颖 际 上 疲 的 积分 强度 / 一 
1Eol?L 等 于 


3 


2L Bnvk’ 
时 , 则 a(4) 出 现 第 一 个 零点 ; 这 样 以 米 , 当 【二 Lcr 时 ,公式 
《14) 才 成 立 ， 
对 于 在 具有 任意 平行 缝隙 组 之 屏 上 的 有 关 和 衍射 问题 来 
说 ,也 可 以 得 到 强度 按 方向 分 布 的 显示 表达 式 y 这 是 因为 具有 
非 重 又 载波 的 诸 有 限 势 的 揭 加 所 形成 的 势 ， 其 散射 矩阵 等 于 


9。 247 « 


{cr 


单独 对 每 一 个 有 限 势 的 诸 散射 矩阵 之 积 . 


$ 2. 渐 近 式 的 显示 公式 ( 非 线 性 薛 定 刘 方 程 ) 


在 前 一 节 ， 我们 曾 用 初始 数据 的 语言 得 到 了 t ->co 时 ， 
r(x, 1?) 之 振幅 的 显示 表达 式 ， 但 关于 解 的 形式 , 实际 上 并 没 
作 任 何 假定 .我 们 曾 阐明 了 ，>r(z， 0) 在 任何 一 条 x 二 vt 的 
直线 上 , 按 同 收成 比例 地 规律 衰减 ， 由 此 可 见 , r(x, 7) 的 
新 近 却 共有 本 章 引 言 中 所 描述 的 振动 特点 。 本 节 一 开始 我 们 
就 假定 ，r (x，z) 恰好 有 这 种 结构 , 然后 我 们 将 计算 这 种 类 型 
势 的 散射 矩阵 的 显 式 形式 ; 把 以 这 种 方式 所 得 到 的 表达 式 加 
以 反 演 ,我 们 便 能 求 出 这 样 的 势 , 它 对 应 于 按 1 振动 快 的 反射 
系数 (因为 r(4, 2?) 一 +(4,0)eW*， 所 以 当 z 很 大 时 ， 函 数 
r(4) 的 确 振 动 得 很 快 );， 在 最 后 结果 中 , 我 们 将 能 给 出 
r(x， 1) 之 渐 近 式 的 显 式 公式 , 从 而 可 证 明 一 开始 的 假定 是 正 
确 的 . : : 

让 我 们 把 方程 组 (1.3) 改 写成 下 面 形式 : 

. Ov -一声 . OV; 二 

‘pa. Ae v; = 0， i + Aedv, ~ 0, (1) 
式 中 我 们 曾 引 入 表示 

r= Ace(ImA = 0, 4 守 0),， Go—0 + 21x, 
v= phe, v= po’, 

我 们 假定 , r(x, ) 的 模 和 幅 角 满足 以 下 条 件 : 
d 
dx 


2 ， 
Or 


DD.. > 0， 


jn A | < PD,,，, 二 lIn@D,. 
(2) 
以 及 积分 | 全 dx 在 正 负 无 穷 远 处 的 邻 域内 收敛 .条 件 (2) 意 


味 着 ,根据 系统 (1.3)， 函 数 x(x, 1) 可 以 在 任何 一 点 的 邻 域内 
表示 成 振幅 为 常数 、 频 率 变 化 为 线性 的 指数 函数 。 对 每 一 个 
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4, 我 们 划分 出 一 个 共振 区 域 ， 点 xo(4) 的 邻 域 , 其 中 点 ol) 
由 下 面条 件 确定 : 

B(x0) = P(x0) + 21 一 0. 
又 因 g,。 > 0， 因此 对 每 一 个 1, 此 方程 只 存在 一 个 解 。 在 共 
振 区 域内 ,系统 (1) 简 化 为 下 面 形式 : 


~ 2 . 
1 5 十 A(xo)exp | 一 十 za) > = 0。， 


. Ov joy (3 
i + 4(zo)exp | ; (&+ 竺 )| w=0, 
式 中 $, 一 2(xo)， fo = PelX0), 二 xX Yo 
远离 点 ,系统 (1) 同 样 可 作 重要 简化 ， 也 即 在 
G2 六 0@,， (4) 
区 域 中 ,对 v, 和 v， 我 们 得 到 
s Ov 2 i6 Oo: 2 一 
1D. DB, + A’v, 0, oD, BD 十 | 0, (5) 


满足 条 件 (4) 的 区 域 ， 我 们 将 称 之 为 渐 近 区 域 ， 在 这 种 区 域 
中 , vi 和 vw; 很 容易 从 (5) 求 出 。 同 样 不 难 指出 ,在 共振 区 域 中 
解 的 一 般 形式 .为 此 , 让 我 们 引入 变量 = 一 y@ 冯 (xo)， 并 从 
系统 (3) 中 消去 量 vs,。 对 v; 我 们 得 到 


0 - i + oo 一 0， (6) 
2 名 | 
式 中 : 

P(X)— 4 A wrt) (7) 


方程 (6) 的 通 解 用 抛物 柱 函 数 来 表示 (参看 26]，7.2) 
考 ) 二 Da (- 廊 )| (8) 


时 
V eit aD ( 


这 时 函数 v.(y) 和 039 的 第 一 个 方程 来 出 ， 这 样 以 来 ,共振 区 ， 
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在 满足 条 件 (2) 的 情况 下 ,共振 区 域 和 渐 近 区 域 应 有 相互 
重 鸡 部 分 。 在 重 从 区域 中 ,方程 (5) 和 (6) 的 解 应 衔接 起 来 , 衔 
接 之 后 ,我 们 便 得 到 问题 (1) 在 整个 x 轴 上 的 解 。 其中， 对 解 


定义 _ 0 
E(x, 4) = p(x, 一 | | ) xz 一 十 co。 
考虑 到 x 一 十 co” 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 
&.Cx,1) 一 0， &£,(x 1) 一 | 1 | 把 dx (9) 


在 重合 区 域内 ,公式 (9) 给 出 
&1 =— 0， 
(10) 
= [(x—x xo)]- exp| —i nG -4 4 Xx 
&, [人 oD o) ] p( | ] 中 @,. ad ). 


醒 我 们 感 兴趣 的 抛物 柱 函 数 之 渐 近 式 有 下 面 形 式 〈* 一 
十 co) : 


儿 


VF 


2 sna : 


: (11) 
_. Var 村 _ias_- 笃 
-|) FFC 二 io ~ « 
十 时 re 和 oz 一 tieae 人 十 ，…， 
把 这 些 公 式 代 入 到 v, 和 v;, 并 把 所 得 到 的 表达 式 同 (10) 衡 接 
起 来 ,我 们 求 出 
FCL 一 io) 于 ia 
C2 ec 4 [@,.(x0o)] EF3 
V2r 


2 


Dria' (— 


*) 原文 写成 1 了 一 00, 一 一 译注 
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人 A? 

Xx exp( 一 ; | In$, ye Ae) 
C= C6, 
这 样 一 来 ,我 们 便 找到 了 共 ”区 域内 的 解 8(x、， 42)。 用 类 

似 方 法 , 把 方程 (5) 在 + < x 的 重 闪 区 域 中 的 解 同 已 找到 的 
解 衔接 起 来 ， 我 们 便 确 定 出 共 拓 点 左边 的 渐 近 区 域 中 的 解 . 
然后 令 * 一 一 2， 并 芳 虑 到 

a(1) 一 (zx，1)c 

b(1) = ~—E (xr, 4)e™ i**, + 一 > 一 CO 
我 们 得 到 散射 矩阵 : | 


20) 一 exp| —ne + i | 4 dr| (12) 


一 bo 


yd Zr xa- 
56(1) = aT (i0’) e— 2 eXxp {—i[D, 十 L, 一 L; 
十 cjnG (xzo)])， 、 (13) 
式 中 
oo ~ 2 
[一 | In6. 2 -4 px， 
.xx dx 中: 
x , 2 
ro) ln |@., | 4 4 dx. (14) 
- dx OD, 


在 公式 (12) 一 (14) 中 应 假定 zx 一 xo(4)， 其 中 xo(4) 是 从 方 
程 BP:(xo) 一 一 24 所 找到 的 解 。 于 是 我 们 便 解 出 了 满足 条 
件 (2) 这 一 类 势 的 散射 正 问题 。 不 难 验证 ,所 得 到 的 散射 矩阵 
拥有 一 些 必要 性 质 。 首先, 我们 利用 下 面 公式 

ITGe Dl 一 Zr 
来 证 明 la(2D 十 1D 一 1. 其 次 ， 让 我 们 注意 到 ， 公式 
(12) 中 的 指数 函数 之 指数 可 改写 成 下 面 形式 : 
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1(” x 
二 |- E 一 1 pr 

这 种 形式 意味 着 ，lna(7) 可 从 实 轴 解析 延 拓 到 4 的 下 半 平 
面 ; 这 同样 意味 着 , a(4) 在 Im4 > 0 区 域内 是 解析 的 并 且 在 
这 种 区 域内 没有 零点 。 正 象 我 们 知道 的 那样 ， 这 些 定 理 在 一 
般 情 形 中 相对 散射 矩阵 都 是 正确 的 ;对 于 满足 条 件 〈《2) (其 中 
条 件 (2) 是 用 来 计算 (1)，2(2) 的 正 问题 条 件 ) 的 这 类 势 来 
说 ， 这 里 我 们 已 建立 了 这 些 定理 。 由 于 有 公式 (12) 一 (14)， 
我 们 就 可 以 用 同样 的 精确 度 来 解散 射 的 逆 问 题 ,， 按 已 知 的 
a(4)、b(4) 反 求 4(x)、@(x)。 为 此 ， "es 


(1) 一 二 1 
“(2 “Ta FE CT 


， 是 谱 参 数 1 的 已 知 函 数 ， 我 们 用 才 头 argb(C2) 一 0(1), 并 注 . 


意 到 积分 L, 和 工 ; 仅仅 用 a(4) 水 到， 所 以 
[一 并 ;一 | In|§ 一 4|-E- (8)as 


一 jn 一 和 大 (2 


我 们 假定 | 
6(14) = 0(1)+L (4) 一 LL,(74) 十 ~ /4 + areT (ie’), 
从 (13 ) 得 到 下 面 关 系 式 : 
061) 一 一 21x — B(x) — ln@, B,C= —214, (15) 


首先 让 我 们 研究 当 (15) 中 的 项 eln@,. 电 可 以 忽略 的 情形 ， 于 
是 用 勒 让 德 变换 求 出 B(x) 
1 90 


一 pu PX) 一 一 24x — 0(4)., 
然后 我 们 将 a'ln@,. 作为 修正 项 来 计算 ,并 注意 到 
L009_ ,0 ,dy 二 45 
《一 Or Dr Le ze) ‘0u， 
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| 


LIT TV 从 


所 以 可 以 把 (15) 重 写成 下 面 形式 : 


~ ~ 1 86 
D(x) = —21r — 0(1) + olng,,, 一 一 一 一 一 (16 
(x) * ( ) 化 LU 人 2 B1 ( ) 


由 于 勒 让 德 变 换 性 质 ;, 因 而 由 条 件 中: 一 0 得 到 Gu > 0， 
反之 亦 然 ; 条 件 (2) 可 重 写成 下 面 形式 : 

二 no) &« 0,, (GD 女 A (17) 
对 (17) 积 分 ,我 们 发 现 , 除 零点 邻 域 之 外 , 项 w(4)ln6i1 同 6 
相 比 很 小 ， 从 而 证 明 上 述 的 讨论 是 正确 的 。 现 在 让 我 们 回忆 
一 下 ，7z(1，1) 一 7(1。， 0)exp(4722)。 即 6(1， 1) 一 0,(4) 十 
412。 当 上 一 co 时 事实 证 明 满 足 条 件 (17)， 显 然 这 一 事实 与 
a(4)，0o(4) 的 形式 无 关 ， 这 种 情况 使 我 们 能 找到 非 线性 薛 
定语 方程 初始 问题 的 渐 近 形式 

当 上 一 co 时 我 们 有 


X= 一 417 十 Xi(14), x1(1) 一 : -一 -一 - 


名 0 一 112t a(4) 一 (一 x*/41)， 因 此 ,最 后 我 们 有 
2 2 x 1 1 
A(xs1) =— Bo (一 宇 ) 2 "a (18) 
~、 4z 
D(x ,1) 一 十 0 (= 三) in21! 一 9 ( 亏 ) 《19 ) 
公式 (18),《19) 完全 确定 出 渐 近 式 r*(x* 芒 一 4c2 的 主 项 ， 
(在 前 一 节 我 们 已 经 得 到 了 公式 (18).) 
在 结束 这 节 时 ,让 我 们 谈 儿 名 关于 所 采用 的 近似 的 特点 . 
对 于 方程 (1.1) 来 说 ,条 件 (2) 4;: < 492: 相当 于 过 渡 到 “ 非 线 
性 几何 光学 ”近似 ,或 者 相当 于 过 渡 到 具有 人 负 压 的 一 维 气 体 动 
力学 方程 。 在 这 种 术语 下 ， 没 有 孤子 的 条 件 意味 着 选取 这 样 
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的 初始 条 件 , 在 这 种 初始 条 件 下 负 压 效应 原则 上 表现 不 出 来 . 
量 4 相当 于 气体 密度 , 92 相当 于 流体 动力 学 势 , 8 相当 于 速 
度 .B.: 光 0 意味 着 ,存在 具有 单调 速度 剖面 的 气体 飞散 ,并 
且 渐 近 状 态 相当 于 自 型 飞散 状态 . 


$ 3. 渐 近 式 的 显 式 公 式 (KdV 方程 ) 
现在 让 我 们 着 手 研究 下 面 KdV 方程 解 的 渐 近 行为 


Wr Ou xr 十 rrr 一 一 U 


正 象 在 第 一 章 曾 确立 的 那样 ,下 面 方 程 的 解 


一 -2 + u(xs2) — Ky, (1) 
当 x 一 co 时 ， 其 浙 近 形式 为 由 一 ci， 而 当 x 一 一 00 时 ， 渐 . 
近 形 式 为 : 
p= alR)e'tr + bp(R)e skie it, (2) 
这 时 4(《) 满足 下 面 方程 ; 
PAR)e tl.C— | 一 adk’, (3) 
此 方程 力 是 散射 的 逆 问 题 方程 . 


当 z 充分 大 时 ，u(x, 1) 处 处 很 小 (我 们 仍 研 究 无 孤子 情 
况 ), 并 且 方 程 (1) 的 解 局 部 地 将 同 指数 函数 和 区 别 很 小 .所 以 
下 面 也 和 在 $1 中 一 样 ， 我 们 将 寻求 方程 (3) 的 具有 下 面 形式 
的 解 4(《, x，, 2): 


pR, rs 1) = Aet* + Be't-ale, (4) 
式 中 4 和 B 同 指数 函数 相 比 是 x、: 的 慢 变 函数 ， 现在 我 们 把 
(4) 代 入 到 (3); 


A + Bexp(2ikxr + 3783) = 
1 1 Be BAO 
27f J-~ a(R) 一 不 十 i0 
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NN 出塞 


_ -| BOR') A(kR’)exp(2i1k’'rt BiRK’ 31) ak’. (5) 
2xzrz J -~ alR’) 一 义士 10 

现在 使 上 一 cot, 并 假定 x 一 pt v 二 0， 并 利用 $1 中 所 找 

述 的 技巧 ,从 (4) 得 到 下 面 两 个 关系 式 


万 b(R) 2 _ £2 6. 
B(K) 一 Ch A(R)IOCE’ — RK), : (6) 
A tt 2 BHR) ge, (7 
A(O =—! 2xxz |. a(R’) RC—k+i0 人 07) 
式 中 引入 表示 
v = CO—12&’, BY] x 一 一 1252。 (8) 


也 和 在 $1 中 一 样 , 我 们 求 出 方程 (6),(7) 下 面 形式 的 解 : 
_ 11”D(E: 一 2)lo la(k’ / 
A(§,b) — exp {| Ea} (9) 
Bs, ) ~ OE — Re)bCA) 


x erp{S) Ea} 《10) 
当 申 不 太 接近 刀 时 。 也 即 在 上 面 曾 称 之 为 渐 近 区 域内 时 ， 角 
(9),《10) 才 成 立 . 

下 面 我 们 讨论 一 下 ,在 不 一 上 的 邻 域内 4。B 的 行为 . 我 
们 假定 


一 & 一 1， 1 < 有， Kk> 0. (11) 
从 (9),《10) 我 们 得 到 
2 2 lolati)l clD。 2 > 之 0， 
A(§, &) 一 { 00012 > (012) 


lale 
pT leat 1 cio), 4 一 0 ， 


B(E, 8) = GCE 1 三 InieCAD1 erarget)-2( (13) 


*” 应 是 使 :一 co. 一 一 译注 
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式 中 引入 表示 
D(A) = 二 In|2t| In|a()| 十 


1 全 ”一 4 nlaCk “ 
十 工 | nl 对 | Si inleCK) Ak. (14) 


于 是 ， 正 象 在 $1 中 一 样 ， 我 们 确定 了 问题 (1 的 几乎 处 处 的 
解 , 而 实际 上 关于 势 a(x，, 7?) 的 行为 并 没 作 任何 假定 .但 为 确 
定 在 共振 区 域内 的 5(%*)， 必 须 作 这 种 假定 。 利用 在 引言 中 
所 论述 的 理由 ， 我 们 将 寻求 KdV 方程 “ 准 线 性 ”形式 的 渐 近 
解 : 
u(xs1) = 1 162 十 Cc。c)。 15 
(x, 7) 2 (pl(é&)e +c*:c), (15) 
式 中 如 一 一 x+/12: (参看 (8))， (15) 同 “ 线 性 KdV 方程 ” 
Ws 十 Urxz 一 0 之 新 近 解 的 唯一 区 别 在 于 ,(15) 中 出 瑰 了 因 了 于 
六 一 ce 我们 已 知道 出现 这 种 因子 是 同 频率 作 了 非 
线性 修正 使 衰减 变 慢 有 关 ， 
我 们 把 公式 (15) 中 的 x(x, 1) 作为 势 代 人 到 方程 (1) 中 
去 、 然 后 把 方程 (1) 中 的 变量 从 x 变 到 用 (6)* 同 x 相 联系 的 
§ 中 .采用 变量 5, 方程 (1 ) 改 写成 下 面 形式 ; 
站 一 二 各) 十 他 二 
1 
2A/ ze 
方程 (16) 的 解 , 在 渐 近 区 域内 我 们 已 经 知道 ,因此 我 们 感 兴 趣 
的 仅仅 是 由 在 专 & 的 直 搂 邻 域 内 的 行为 ,也 即 , 用 前 节 的 术 
语 来 说 ,是 史 在 共振 区 域 的 行为 。 把 (4) 代 人 到 (16), 并 假定 
在 我 们 卫 》 愉 趣 的 区 域 中 ,4 和 了 都 是 (# 一 和 22 的 函数 ， 抛 


(pie 二 ce) 一 0 (16) 


* 应 是 * 用 (8)”. 一 一 译注 
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挤 小 项 ， 并 用 表 不 4 一 去 一 《， 我 们 便 得 到 下 面 方程 组 : 


一 4 + PR) Ve HAH B= 0, 
re aB (17) 
GE a 十 PO eM 一 0。 
引 和 人 表 示 : 
y= (48R)74, 6(A) 一 ER Set (18) 
把 (17) 改 写成 下 面 形式 : 
-id + oe TB ~ 0, 
dB (19) 


i + OR)e 7 -4 = 0. 


正 象 我 们 已 经 知道 的 那样 ， 系 统 (19) 的 解 用 抛物 柱 函 数 
来 表示 。 从 (19) 中 消去 B， 我们 得 到 4 的 方程 : 


dA , dA 
Tay 十 Yay vA 0 > (20) 
而 消去 4， 我 们 得 到 B 的 方程 : 
LB dB, 
2 (21) 
式 中 > 一 16(4) | 
方程 (20),(21) 的 解 有 下 面 形 式 : 


i 一 
Ame 4 [ceD Di 1 y) 十 cD (一 W 7)]， 


Be |ap, "(六 . 下) + dD (一 六 中 (22) 


把 (22) 同 表达 式 (12),(13) 衔 接 起 来 ,从 中 便 可 唯一 地 定 出 总 
数 ca 和 dz: 
ci 一 人 e+ 48)’ 了 eatb， 
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eC48ke) 了 eradbla(A)1， 


1. 一 0， = lti9) -全 (48k1) 到 5) 
/27 
X exp[iargal(k) — 72(4)]。 
衔接 还 确定 出 值 x(t) 一 16Ct) 2: 


pv(K) 一 = a | a(R)). (23) 


于 是 ， 我 们 找到 了 在 共振 区 域内 的 (x, :，,*)。 我们 把 (22) 
中 的 4 和 B 代 人 到 方程 (C19) 中 的 任何 一 个 ， 从 中 求 出 位 相 
2(&)， 这 种 位 相 即 可 确定 出 a(%) 也 可 确定 位 相 p(%*)。 从 而 
给 出 : 

2 1 TOU+iy) -ip _ 6K) 

OT TT 

X exp[iargal(k) 一 2i:0(K)1. 
很 容易 验证 ,此 表达 式 满足 (23). 
于 是 ,在 确定 u(x, 妃 的 渐 近 形式 公式 (15) 中 ,应 令 


c(5) ~ In|alé)|, 


3E BE) 0) gry 
pC) 一 一 全) ( (&))(485) 


XxX exp[—iarga(£) 十 210() + zt/4], 
式 中 >() 用 表达 式 (23) 来 确定 :而 8(8) 由 (14) 给 出 。 从 而 
完全 确定 出 x(x， 纪 之 渐 近 形式 的 主 项 。 
4 4。W bitham 平均 法 


到 上 且 前 为 止 , 我 们 曾 研究 了 KdV 方程 的 相应 问题 的 解 ， 
在 这 种 问题 中 ,初始 时 刻 的 扰动 随 * 的 增加 衰减 得 十 分 快 , 即 


2 一 0， |x| 一 oo， 
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特别 是 ， 我 们 确定 了 这 种 “ 定 域 "初始 扰动 在 “一 co 的 极限 中 
所 分 解 成 的 孤子 之 振幅 和 数目 

但 是 ， 还 存在 另外 一 种 类 型 问题 ， 例 如 ， 十 分 感 兴趣 图 
问题 乃 是 相应 于 无 磁 简 情形 中 的 普通 流体 动力 学 的 激 波 。 同 
Caryees 曾 指出 过 的 一 样 “2， 这 种 无 碰撞 激 波 具 有 振荡 特 
点 。 但 是 ,迄今 还 没 能 给 出 此 问题 的 定量 答案 ， 实 际 上 ,事先 
应 很 清楚 , 当 + -co 时 ,所 有 定 域 扰动 都 逐渐 地 向 各 个 方向 散 
开 ， 这 一 点 类 似 于 在 普通 流体 动力 学 中 由 于 粘 沿 性 而 造成 这 
种 扰动 的 训 减 。 定 域 扰动 x 技 振动 周期 的 平均 值 随时 间 发 展 
而 趋 于 零 ， 为 了 借助 于 Kdv 方程 来 研究 “ 激 波 阵 面 ”的 结构 ， 
必须 研究 这 样 一 些 问题 , 即 对 所 有 *， 当 |x| 一 co 时 ,这 些 问 
题 中 的 扰动 都 保持 相应 的 边界 条 件 。 换 句 话说。 在 普通 流体 
动力 学 中 ,这 些 问题 相当 于 存在 这 样 一 个 激 波 , 即 这 种 激 波 的 
强度 不 随时 间 发 展 而 减弱 . 


这 里 我 们 将 阐述 其 中 两 个 这 类 问题 的 解 名， 我 们 研究 的 
第 一 个 问题 是 ， 初 始 时 刻 的 量 x 在 点 * 一 0 处 受到 有 限 的 也 
变 ， 在 流体 动力 学 中 、 这 种 情形 会 形成 恒定 强度 的 激 波 .我 
们 研究 的 第 二 个 问题 是 、 研 究 简单 波 剖 面 的 “翻转 "点 附近 的 
情况 .〈 此 问题 的 确切 提 法 将 在 下 面 给 出 . ) 在 流体 动力 学 中 ， 
继 此 点 之 后 便 形成 激 波 ,这 种 激 波 的 强度 随时 间 发 展 而 增 大 。 

在 这 两 种 情形 中 ， 解 的 定性 图 象 有 相同 的 特点 。 在 任何 
: > 1 的 情况 下 ,都 存在 振动 占据 的 有 限 空间 区 域 ， 在 距 此 区 
域 的 右边 和 左边 ， 解 是 光滑 的 。 没 有 形成 一 定 宽度 的 激 波 阵 
面 ， 产 生 的 振动 区 域 随时 间 自 型 加 宽 。 这 种 区 域 仅 限于 弱 间 
断 , 同 时 在 这 种 无 碰撞 激 波 的 前 阵 面 中 ,这 种 弱 间 断 还 带 有 奇 
异性 的 特点 .2 


1) 应 注意 到 ,之 所 以 存在 奇异 性 ， 旋 是 这 里 所 利用 的 近似 方法 的 结果 ， 因 为 
在 KdV 方程 的 精确 解 中 并 不 存在 奇异 性 
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我 们 将 构造 二 很 大 时 的 解 ， 这 时 振荡 区 域 的 长 度 远 大 于 
振荡 波 的 特征 长 度 . 在 这 种 情形 中 ， 自 然 可 利用 行 之 有 效 的 
Whitham 准 经 典 方法 中 ， 在: 一 co 的 极限 下 ， 用 这 种 方法 所 
得 到 的 解 将 是 渐 近 精确 的 . 

为 了 简化 本 节 的 公式 起 见 ， 我 们 将 对 前 几 章 利用 的 表示 
作 几 点 改变 。 例 如 现在 我 们 将 KdV 方程 写成 下 面 形式 : 

Ou Ou Ou 一 0， (1) 


Cu 十 zee 十 
Oz -Ox Ox’ 


即 消 去 了 因子 6, 这 一 点 利用 平凡 的 标 度 变 换 总 是 可 以 作 得 
到 的 ， z 

另外 方程 (1) 的 稳定 行 波 解 现在 我 们 将 不 用 维尔 斯 特 拉 
斯 椭圆 函数 8 来 表示 , 而 是 用 与 之 相 联 系 的 雅 可 比 椭圆 函 数 
4(y,s) 来 表示 。 于 是 ,这 种 解 将 有 下 面 形式 ; 


u(x, 1) 一 le (x — Vi), | 十 7， (2 ) 


式 中 * 为 雅 可 比 函 数 的 模 , 0 委 * 委 1. 参数 sy* 和 7 是 任意 
常数 ,其 中 确定 振动 的 振幅 : 

20 == Hmax 一 Umine 
疲 的 速度 V 等 于 


2 一 了 


V= 2a 十 7。 (3) 


根据 椭 贺 函数 的 性 质 ， 同 波长 + 用 通常 的 关系 式 一 一 一 
2z/2 相 联 系 的 波 和 天 量 ,现在 等 于 


a 1/2 
i 一 (在) : (4) 
很 容易 验证 ,振动 量 * 按 周 期 的 平均 值 等 于 
2aE(s) > (5) 
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式 中 玉 和 E 分 别 相应 于 第 一 类 和 第 二 类 全 椭圆 积分 . 

现在 让 我 们 来 研究 稍微 不 稳定 的 ( 准 稳定 的 ) 波 . 按 以 往 
用 公式 (2) 来 描述 它们 ， 但 ， 现 在 参数 o, * 和 7 (因而 V, 
和 w) 是 x 和 + 的 慢 变 函数 。 把 (2) 式 代 人 到 (1) ,并 按 振动 周 
期 进行 平均 ， 便 可 得 到 平均 量 的 方程 。Whitham 曾 推出 过 这 
些 方程 9， 为 了 使 这 些 方程 写 起 来 方便 ,引信 三 个 新 函数 ,用 
下 面 关 系 式 将 它们 同 a, :和 7 联系 起 来 : 


a—=— 7 ri, = 7 一 7 十 7 一 73。 (6) 
#3 一 了 
同时 
7 之 ?2 之 71。 (7) 
关于 +, 方程 上 有 下面 形式 : 
ar + veore ~ 0， oe 一 1，2，3， (8) 
O! Ox 


(在 此 公式 中 不 对 。 求 和 ! 下 面 各 式 也 是 如 此 . ) 
三 个 “ 群 速度 ”v。 等 于 


*; 十 7 十 73 2 K(s) 
3 3 (= 1 K(s) — E(s) ” 
ri 十 + 十 7 了; 2 (1 一 92) 开 (7) 
3 3 Cr 1) E(s)— (1 KG) 


xl 十 ya 十 和 十 2 
3 3 
Vi 之 y， > 
同时 要 注意 到 ， 速 度 了 ， 以 及 关于 旗 的 量 * 之 最 大 值 和 
最 小 值 ,可 通过 r。 用 下 面 方式 来 表示 : 


Vn -上 r2 十 73)， 


vv = 


,KG) 
(rs 1) ECs) 3 (9) 


Umzz "73 二 + 一 719 Umina 一 73 二 71 ?20 
KdV 方程 (1) 相 对 下 面 变换 
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CC < (一 8 (10) 
( 式 中 C 为 任意 常数 ) 及 
xy 一 YY 十 Ci 24 一 "1 十 (， (11) 
是 不 变 的 ， 而 平均 方程 (8) 还 对 下 面 变 换 不 变 ; 
一 Cr, 1:— Ci. (12) 
让 我 们 提醒 一 下 ， 通 常 非 粘 性 流体 流体 动力 学 方程 也 具有 这 
种 不 变性 . 


为 了 查阅 方便 ,我们 写 出 函数 K(s) 及 E(s) 当 了 一 0，。 
5 一 工时 的 近似 公式 : 
~ Da 
~ sl 
E() ~ (1 一 语 + )， < 1 
K() ~ ln (13) 


1 一 2? 
1 2 16 
EC) 1 十 二 (1 -In 1), (1 一 p) «1. 
一 


正 象 上 面 曾 指出 的 那样 ;参数 x, 可 以 从 六 变 到 73， 所 以 
自然 可 以 认为 , 振荡 所 占据 的 区 域 ， 一 方面 以 点 x (z) 为 夯 ， 
在 此 点 上 7r; 一 r+,/。 振幅 a 和 参数 :在 此 点 上 丝 等 于 零 。 男 
一 方面 ,振动 区 域 又 以 点 x (za) 为 界 , 在 此 点 处 7 一 7;， 所 以 
s 一 1， 并 根据 (4), 波 矢量 二 等于零， 在 我 们 所 研究 的 两 个 
间 题 中 ，x* > x ， 所 以 我 们 将 把 a = 0, :== 0 的 后 叫做 后 
阵 面 ,而 把 * 一 工 的 点 叫做 前 阵 面 .这 相当 于 通常 的 图 象 : 孤 
子 的 振幅 愈 大 , 则 速度 愈 快 ”. 

1) 在 文献 [125] 中 ， 曾 假定 平均 方程 (8) 的 解 存在 强 间断 , 即 类 似 于 通常 流 


体 动力 学 的 激 波 . 而 我 们 的 分 析 证 明 , 实际 上 不 会 产生 这 类 间断 至少 在 
我 们 所 研究 的 这 种 类 型 问题 是 如 此 ， 
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初始 间断 分 解 ” 在 流体 动力 学 中 ， 小 间断 的 分 解 则 形成 
两 个 波 ,压缩 波 和 稀 醇 波 , 二 者 部 接近 声速 地 朝 相 反方 同 运 动 
《图 15). 这 两 个 疲 分 离 得 很 迅速 . 


ri 


WIN 


L 一 一 一 一 一 一 一 
15. 初始 间断 的 分 解 所 形成 的 压缩 波 和 稀 醇 波 . 


所 以 可 借助 于 KdV 方程 ,分 别 来 研究 它们 的 进一步 演化 。 这 
时 可 以 认为 , 量 x 在 初始 时 刻 受到 有 限 的 跃 变 : 

__ | zt YY< 0 

tf， x+>0， 

对 于 压缩 法， i > zx 3; 对 于 稀 芯 波 ， 正好 相反 ， Wn < 


ut 


下 面 让 我 们 开始 研究 压缩 波 。 要 注意 到 ， 在 通常 粘性 流 
体 动力 学 中 ， 这 种 波 用 Burgers 方程 来 描述 . 这 种 波 妃 是 具 
有 稳定 阵 面 的 弱 激 波 。 因 此、 这 里 研究 的 色散 流体 动力 学 中 
的 压缩 波 便 相应 于 通常 粘性 流体 动力 学 中 的 激 波 . 

让 我 们 注意 到 ,借助 于 变换 (11), (12), 压缩 波 的 初始 条 

件 总 可 以 简化 成 下 面 形 式 : 
二 { ll, x<=0,， 
0 zxr>0,， 


当 z 值 不 大 时 ,方程 (1) 的 非 线 性 变 得 不 重要 ， 所 以 可 以 
略 去 。 于 是 线性 化 KdV 的 解 有 下 面 形 式 : 


u(x 1) 一 | uo ti)G(x 一 x1s 1) dt, 


: = 0., 


2 一 0. (14) 


G(G 0) 一 一 一 -2 ? (73m) (15) 


Vx (3 ) 
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式 中 @(z) 为 爱 里 (Airy) 函数 : 
lo 
d (四 | o (< 十 kz) dK. 


把 形 如 (1 和 的 初始 分 布 代入 到 这 里 ,我 们 求 出 
U(X tt) = D(z) dz. (16) 


1 fm” . 
天. 
此 函数 如 图 16 所 示 ， 第 一 个 极 大 值 在 点 zs 一 x/(3D) 一 
一 2.45 处 , 它 的 高 度 为 wpix 一 1.28; 第 一 个 极 小 值 在 点 = 一 
一 4.19 处 ,其 高 度 为 usis 一 0.81; 第 二 个 极 大 值 和 极 小 值 分 
别 在 点 * 一 一 5.58 和 一 -6.89 处 ， 相 应 的 高 度 分 为 u 避 ,一 1.16， 
usr 一 0.86。 当 x/(37)” 负 和 值 很 大 时 此 水 数 的 渐 近 值 为 


u(xs1) = 1 — 去 cos( 二 53/2 十 工 ). 
3 4 


374 
Fd 


可 以 看 出 ,在 间断 附近 产生 据 荡 。 当 接近 疗 断 处 ,这 种 振荡 的 
振幅 增 大 ， 振 落 占 据 的 区 域 随时 间 目 型 拉 长 。 同 时 色散 效应 
的 作用 变 弱 而 非 线性 作用 变 得 愈加 重要 。 我们 把 方程 4D 的 


-5 3 
x/ (3t)2 


图 16 。 初 始 闻 断 分 解 的 线性 阶段 . 
色散 项 和 非 线 性 项 加 以 比较 ， 发 现形 如 (16) 的 线性 解 的 适用 


条 件 为 

上 < 饼 ]， 
由 此 显然 可 以 看 出 ,在 很 大 的 上 > 1 的 情况 下 ,总 是 非 线性 决 
定 波 的 结构 。 : 
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在 :> 1 的 情况 下 ,我 们 将 寻求 方程 (1) 这 样 形式 的 渐 近 
解 , 即 把 它 取 作 (2),(6) 的 准 稳 波 形式 ， 于 是 ,对 平均 方程 (8) 
来 说 ,必须 将 初始 条 件 (14) 加 在 上 ， 而 当 : 一 0 时 ,振幅 a 
应 取 作 零 . 很 重要 一 点 是 ,在 初始 条 件 (14) 的 情况 下 ,由 于 存 
在 相对 (12) 的 不 变性 ,方程 (8) 的 解 应 带 有 自 型 的 特性 ， 即 仅 
仅 依赖 于 比 : 
t= x/i, (17) 
这 样 以 来 ,可 以 认为 
ra 一 ro(t). (18) 
根据 上 面 所 描述 的 普遍 图 象 ,采用 7 为 变量 时 ,边界 条 件 应 有 
下 面 形 式 . 在 某 一 + 一 zr? 情况 下 ,振动 区 域 的 “前 阵 面 ”应 满 
足下 面 等 式 


sz ) 一 1， 
即 
rz ) = (Tt) 三 7+。 (19) 
而 由 于 量 xzr) 的 连续 性 , 则 应 有 
zz ) = 0. (20) 


其 次 , 当 z 二 rT 时 ， 简单 地 应 有 +。 一 0. 在 后 阵 面 ,在 某 一 
zx 一 7 ”时 ,振幅 a 一 0， 所 座 
rt) = nn(r)= 7, 
u(r )=1. (21) 
当 T< 过 TT 时 aa 一 0，t# 一 |. 
将 (18 ) 代 人 到 (8) ,我们 得 到 


一 (22) 


很 容 锣 推 洲 出 ， 如 束 仅 使 方程 (22) 的 其 中 之 一 令 其 圆 括号 的 
表达 式 等 于 零 ,而 另外 两 个 方程 可 取 作 y。 一 const， 就 可 得 到 
上 面 所 认识 到 的 解 。 显 然 ， 如 果 +, 仅 依赖 于 z+， 便 可 满足 边 
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界 条 件 (19) 和 (20)， 所 以 ,我 们 感 兴 趣 的 解 有 下 面 形式 : 
v(t) = 1, (23) 
fF3 = CONSt, fi -一 const, 本 
首先 让 我 们 注意 到 ， 当 e -> 0, 并 考虑 到 aj 姑 一 六 一 让 从 
(5 ) 我 们 得 到 


到 一 7。 (24) 
于 是 ,根据 (21) 
rf3 =] 
而 在 前 阵 面 , 当 一 1 时 我 们 有 
元 一 7， (25) 
所 以 ， 
六 0, 9 
结果 
aa 一 p， Vall+?)/3, 7=—(l— #7), (26) 
而 将 公式 (23) 改 写成 下 面 形 式 : 
i+s 2 “(1l— rs)K(s x 
0 一 二 027) 


公式 (26),(27) 和 (2) 一 起 ， 完 全 解决 了 所 提出 的 问题 。 不 过 
我 们 要 强调 一 下 , 量 w(x, 1) 本 身 由 公式 (2) 确 定 , 当 然 它 不 只 
是 依赖 于 此 x/: (只 是 慢 变量 。 才 仅 依赖 于 x/z). 

下 面 让 我 们 专门 研究 在 前 阵 面 附近 及 后 阵 面 附近 解 的 行 


” 在 后 阵 面 。 当 a 一 0 时 ,我 们 利用 公式 (13) 很 容易 求 出 
一 1 十 本 一 Y 
或 者 
z 一 一 1， 一 28) 
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(t=r 十 v= 一 1 十 vv，)， 
所 以 当 7 趋 于 rt 时 ,振幅 按 线性 规律 变 成 零 . 
在 前 阵 面 , 当 :一 1 时 ,代替 (28) 我 们 得 到 


jn 
3 3 1 一 3 
由 此 我 们 求 出 
rt == 2/3. 
1 一 ? 变 成 零 的 规律 有 下 面 形式 : 
Qn le", (29) 
式 中 7 二 ?+ 十 tv",，v” 二 0, 或 者 以 对 数 的 精确 度 : 
1 _ 了? ~ 3|1r ”| 
ln(1/lz"|) 


因此 从 (4) 可 看 到 ， 当 :一 1 时 ， 波 矢量 下 按 下 面 规律 
等 于 夫 : 


过 二 (全 YE (30) 


3 


图 17. 在 初始 间断 分 解 时 ,平均 量 作为 7 = x/t 的 函数 关系 . 
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最 后 , 当 * 一 1 时 ,平均 值 芋 有 下 面 形 式 : 
一 4 
“Te (31) 
当 T 二 rt? 时, 隙 数 访 7) 的 导数 为 无 限 大 ,因此 在 这 一 点 上 它 
受到 弱 间 断 , 妈 导数 dz/dr 的 间断 。 重 要 的 是 这 种 间断 以 超 
声速 运动 ( 因 rt 一 2/3, 而 声速 相应 于 7 一 0)。 这 种 间断 我 
们 将 称 作 奇异 间断 ?. 
根据 公式 (26)、(27), 图 17 面 出 xz，o 一 ?及 波 秋 量 《 的 
图 形 。 图 18 表示 出 当 z 二 50, 100 时 ， 非 平均 量 u(x, 1) 的 
值 .。 可 以 看 到 ， 振 荡 所 占据 的 区 域 随时 间 迅 速 增 大 . 在 波 的 
前 阵 面 , 逐 渐 分 离 出 一 些 孤 子 , 这 些 孤 子 之 间 的 距离 随时 间 以 
对 数 形式 增长 (参看 (30))。 从 图 19 可 看 出 这 一 事实 ,在 此 图 
中 指出 z 二 100, 1000 和 10000 时 波 的 前 阵 面 2。 
最 后 让 我 们 注意 到 ， 为 了 达到 从 单位 跃 变 (14) 过 渡 到 具 


一 | I 
-00 -80 -50 -#0 -20 0 20 40 60 芳 
UU 


————~ ~ NANVAVY | 
0 2 0 40 220 0 20 40 60 80 
图 18。 在 初始 闻 断 分 解 情形 下 的 无 碰撞 激 波 . 


1) 参看 本 节 第 一 个 脚注 ， 

2) 但 是 ;用 公式 (2) 及 (277 计 算 前 阵 面 时 , 即 当 zx 一 r+，x 一 2 时 ， 第 一 个 
罕 峰 的 形状 失真 ? 它 的 前 半 部 被 “截断 ”更 详细 的 研究 证 明 ，, 振动 的 前 阵 
面 内 有 扳 子 的 形式 .所 以 在 图 形 中 ,前 面 的 突 峰 增补 成 一 个 振幅 为 24 一 2 
的 孤子 。 所 指出 的 情况 同 公 式 (27) 不 够 精确 有 关 ， 因 为 当 上 的 值 不 太 大 
时 ”理论 的 新 近 特 点 不 可 能 确定 波 的 准确 位 相 ， 所 以 ;图 18 和 图 19 所 示 
的 全 部 和 狗 形 ， 可 以 位 移 相 当 于 板子 宽度 同样 量 级 的 距离 . (图 26 也 属于 
这 种 情况 ,参看 281 页 .7) 
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有 任意 跃 变 x ， 则 根据 (10), 需 将 所 得 到 的 解 # 之 值 乘 以 和 
并 同时 将 x 值 除 以 ws、* 值 除 以 性” 便 可 . 这 时 > 值 匀 以 
u-。 例 如 ,对 具有 wu- 一 2 的 跃 变 来 说 ,图 18 中 的 图 形 现 在 便 
对 应 于 :一 17.7 和 35.4， 

现在 证 我 们 简略 谈 一 下 稀疏 波 的 演化 ， 即 另 一 种 符号 的 
间断 : wu- 二 好 〈 不 失 一 般 性 ， 可 以 令 一 一 1/2、 ”一 
1/2). 显然 ， 形 如 (27) 的 解 不 能 描述 这 种 跃 变 ， 这 是 因为 
2 之 7, 因而 从 (24)、(25 ) 立 刻 得 到 7 > s+。 但 是 ,方程 (8) 
这 时 还 是 存在 无 振荡 的 平凡 解 : 
一 1/2，Y < 一 1/2 

tr, 一 1/ 2 天 7 一 1/2， (32) 

1/2, rt> 1/2. z 

当 rt 一 一 1/2 和 zr 一 1/2 时 ,这 种 解 存 在 两 个 弱 间 断 并 相应 


1 = 一 玉 一 


图 19. 在 初始 间断 分 解 时 ,无 碰撞 激 波 阵 面 中 的 诸 弧 子 的 形成 . 


于 忽略 掉 色 散 , 也 即 方程 (1) 的 三 阶 导 数 项 。 一般 来 讲 ， 邯 虑 
到 色散 ,这 些 弱 间断 以 振荡 方式 逐渐 拉平 《图 20)。 当 很 大 
时 ,可 以 分 别 考 起 这 两 个 间断 。 为 了 求 出 左 间断 (我 们 将 把 这 
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图 20. 稀 醇 小 的 结构 . 
种 间断 叫做 “4 型 间断 ”) 的 结构 ,需要 求 出 方程 (1) 满 足下 面 
边界 条 件 的 解 : 
“> CO—1/2,， 当 > 一 一 oo 时 ， 


u— x/i, 当 x 一 co 时 . 


用 下 面 边 秀 条 件 来 描述 在 间断 一 一 ”3 型 间断 : 当 z* 一 一 2 
了 时 , wu 一 x/z; 而 当 * 一 co 时 ，x 一 1/2. 这些 边界 条 件 对 
应 形 如 下 面 的 目 型 解 : 

1 。 一世 十 22 


1 
7 CI pz) 2 7 (C32) “ 


对 4 型 间断 , 其 中 当 zx 一 一 co 时 4 一 0， 而 当 xz 一 co 时 
4 — 3z. | 
ie 

人 pe 4(z) 十 一 2 (C32) > 
其 中 当 一 一 oo 了 时 由 一 3z， 而 汝 上 一 co 时 网 一 0 函数 
4(z) 满足 常 微分 方程 ”.; 

pb"(z) + (po 2p — 2p = 0. : (33) 
让 我 们 指出 这 样 一 种 非 平 凡 情 形 ， 即 就 其 这 种 情形 的 结构 来 
说 ,不管 间断 如 何 弱 ， 方 程 (1) 或 者 方程 (33) 的 非 线性 项 都 非 


1) 以 前 也 研究 过 ,在 这 里 利用 的 方程 (12 的 自 型 解 形式 ， 但 同 弱 闻 断 问 题 没 
有 关系 > 因为 它们 的 边界 条 件 不 同 。 
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常 重要 ， 

对 于 上 而 写 出 的 几 种 边界 条 件 ， 方程 (33) 的 解 可 用 数字 
计算 得 到 。 4 型 间断 结构 如 图 21(a) 所 示 ; B 型 间断 结构 如 
图 21(6) 所 示 。 我 们 看 出 ,在 第 一 种 情形 中 ,间断 结构 这 有 振 
荡 特 性 ;而 第 二 种 情形 中 ,间断 结构 带 有 单调 特性 。 当 :很 大 
时 ,4 型 间断 的 振荡 项 按 下 面 规律 衰减 : 


- 记 cos[(2s)2213]， 


(图 21 虚线 表示 渐 近 值 4 一 3z。) 我 们 注意 到 , 间断 宽度 的 
量 级 是 :但 由 于 “稀疏 波 * 的 全 部 图 象 按 照 (32), 都 同 * 成 
比例 地 加 宽 , 所 以 间断 的 相对 宽度 随时 间 发 展 而 减 小 . 

”下 面 我 们 指出 ,在 通常 ( 耗 散 ) 流 体 动力 学 中 ,可 以 用 解析 
形式 找到 粘性 流体 中 的 弱 间 断 结 构 。 在 这 种 情形 中 。 问 题 简 
化 为 构造 Burgers 方程 的 某 种 解 ， 这 种 解 有 确定 的 自 型 解 的 
形式 . 

这 鲜 以 来 ,对 稀 绕 波 情 形 ， 在 色散 流体 动力 学 中 的 解 , 它 
的 图 象 大 体 上 类 似 于 通常 流体 动力 学 中 的 解 。 另 一 方面 ,在 
压缩 波 情形 中 ， 色 散 流体 动力 学 会 导致 新 的 重要 现象 。 这 里 
出 现 自 型 加 宽 的 振荡 区 域 而 不 是 具有 稳定 阵 面 的 强 间 断 。 换 
言 之 , 正 是 由 于 振荡 , 才 使 无 耗 散 激 波 的 振动 阵 面 迅速 加 宽 而 
失去 明显 的 轮廓 . 

在 阵 面 翻转 点 附近 产生 的 振荡 . 

前 面 我们 对 于 初始 密度 间断 比较 简单 的 情况 ， 研 究 了 无 
碰撞 激 波 的 产生 .现在 我 们 就 来 着 手 解 更 难 的 问题 ,研究 “ 阵 
面 翻 转 ” 点 附近 的 现象 . 

大 家 知道 ,在 理想 流体 流体 动力 学 中 , 非 线性 效应 使 传播 
在 介质 中 的 扰动 阵 面 产生 卷 缩 ， 这 就 会 在 某 一 时 刻 内 使 出 现 
在 某 一 点 处 的 导数 (譬如 说 ， 密 度 关 于 坐标 的 导数 ) 变 成 无 限 
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(b) 


图 21。 A 型 豚 间 断 (a) 和 B 型 弱 间 断 (b). 
大 一 一 阵 面 被 翻转 ”. 

在 通常 流体 动力 学 中 ， 翻 转 之 后 产生 激 波 。 在 色散 流体 
动力 学 中 ,在 翻转 点 附近 色散 变 得 重要 , 故 翻转 之 后 产生 充满 
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振动 的 区 域 。 如 果 考 形 从 翻转 时 刻 起 经 历 了 足够 长 的 时 间 ， 
故 振动 数目 已 经 很 大 ， 于 是 可 用 平均 方程 (8) 来 描述 这 种 过 
程 。 这 些 方程 在 充满 振动 的 区 域内 部 是 成 立 的 。 所 以 产生 这 
样 的 问题 ， 即 攻 数 >。 在 这 种 区 域 的 边界 上 应 满足 什么 样 的 
边界 条 件 。 我们 已 经 说 过 ， 在 振动 区 域 的 前 阵 面 应 满足 等 式 
Ty 一 fF39 而 振动 区 域 的 后 阵 面 72 -一 71。 但 是 , 正 象 我 们 看 出 
的 那样 ,对 系统 (8) 的 解 来 说 、 这 些 点 都 是 奇 导 的 。 因 此 为 了 
有 效 利用 这 些 边 界 条 件 , 必 须 阐明 这 些 点 附近 解 的 形式 . 
让 我 们 首先 研究 前 阵 面 。 在 某 一 点 + 二 x*(z) 处 ,假设 
7 一 入 二 7 (利用 表达 式 (9)， 很 容易 验证 , 当 r+; 一 7， 
时 ， 速 度 v; 和 v; 也 相等 : vi 一 3 三 v? 一 (ri 十 211)13. 
这 时 从 方程 (8) 得 到 
dx 1d = vt == (ri + 2r7)/2. (34) 
让 我 们 假定 
ra r+t6rs r=—=r tr yx rxtx’, 
式 中 67,, 67, 和 x” 为 前 阵 面 附近 很 小 的 量 。 对 于 余下 所 有 
可 能 情形 人 很 容易 验证 ,在 阵 面 附近 ， 
Ior;— 6r;3| SO [6r; + Br ri CO— ri| [ri = r(xt,t)], 
所 以 变化 最 快 的 量 是 参数 *。 对 67, 的 方程 有 下 面 形式 : 


+ yy) (ry ~ (0r. 
(v | Bx’ ) ( Br ) _， 
对 56r， 也 存在 类 做 的 方程 。 当 一 1 时 ,利用 椭圆 积分 展开 
式 : 对 群 速度 我 们 找到 


/2 
Ry 
-——L 
+ + 12 
Vs SU 二 (7 — ri) EE 


1 二 一 上 
4 


式 中 一 1 一 了 及 工 == ln[116/(1 一 2)]， 
现在 从 5m 的 方程 来 计算 全 73 的 方程 ,我 们 得 到 下 面 方 
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于 
IE 。 
-oo (1 一 2) 一 -- - -一 - 
Dxr ( ) 3 Of /r=* 


十 
六 3 ~ 7 了 1 


“(1s)In 16 
1l—;s 

此 方程 的 解 确定 出 把 * 变 成 单位 1 的 规律 ,因而 也 就 确定 出 ， 

在 振荡 区 域 的 前 阵 面 附近 把 振动 波长 变 成 无 限 大 的 规律 


16 1 
(了 
) 1—s 2 


6 ‘Ori 1 
~) 9 
从 式 (35 ) 得 到 , 当 x” 一 0 时 , 波 矢量 按 同 (ln |x”|)-! 成 比例 
的 规律 变 成 零 ， 这 同上 面 所 研究 的 初始 间断 分 解 的 特殊 情形 
一 样 . 很 容易 验证 , 当 x” ->0 时 ,平均 值 去 也 按 同 (ln |x)"! 
成 比例 的 规律 趋 于 自己 的 极限 值 。 所 以 在 一 般 情形 中 ， 前 阵 
面 中 的 zx) 存在 导数 为 无 限 大 的 奇 点 . 
对 于 后 阵 面 来 说 ， 可 以 进行 完全 类 似 的 计算 . 并且 在 这 
里 , 当 * 一 盖 时 ,用 符号 “一 ”来 标记 后 阵 面 全 部 量 之 值 ,我 们 
有 


r1 1 VV 2 一方 ， 
dx _  - 
a (36) 
参数 * 仍然 是 变化 最 快 的 量 并 且 它 变 成 零 的 规律 由 下 面 公 式 
来 确定 : 
, 2 172 


一 一 


x 一 yx 一 xi。(37) 


Dr7 , 

73 一 了 2 (7) wo 

特别 ,从 这 个 公式 可 以 看 出 ,在 一 般 人 情形 中 ,振动 的 振幅 a 按 

根 号 规律 ( 即 aco V lx'| ) 变 成 零 ，( 这 一 点 同 初始 间 汤 分 

解 的 特殊 情形 不 同 。 让 我 们 提醒 一 下 ， 在 那里 振幅 按 线性 规 
律 变 成 零 . ) 而 平均 值 坯 按 线 性 规律 趋 于 极限 值 。 
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对 振动 占据 有 限 空 间 区 域 的 问题 ， 应 把 表达 式 (34) 和 
(36) 当 作 方 程 (8) 的 自然 边界 条 件 来 用 . 

现在 我 们 就 可 以 回 过 头 来 研究 ,在 色散 流体 动力 学 中 ,在 
某 一 扰动 阵 面 翻转 ”之 后 所 产生 的 振荡 结构 。 

让 我 们 研究 某 一 扰动 ， 它 的 初始 范围 很 大 : Rs 六 1. 这 
时 在 方程 (1) 中 最 初 可 以 忽略 色散 。 随 着 时 间 的 发 展 , 非 线 性 
效应 导致 扰动 阵 面 陡 度 变 大 ， 所 以 在 某 一 + 二 0 时刻， 导数 
Bu/8x 变 成 无 限 大 (图 22a， b)。 这 就 是 说 ， 在 这 一 时刻” 


bo 
(2) (b) ~ 
| t>0 


Cc) 人 (d) 
贸 22. 人 阵 面 在 初始 扰动 演化 时 的 翻转 . 


发 生 “ 阵 面 翻 转 ”; 随 着 的 进一步 增加 ,忽略 色散 所 得 到 的 
解 。 形 式 上 产生 三 个 值 (图 22c)。 而 方程 (1) 在 翻转 点 附近 
色散 变 得 重要 ,因而 在 翻转 之 后 形成 充满 振动 的 加 宽 区 域 (图 
22d). z 

为 了 描述 翻转 点 附近 的 现象 ,首先 让 我 们 注意 到 ,忽略 色 
散 之 后 ,也 即 忽略 三 阶 导数 项 ,方程 (1) 可 以 写成 下 面 形式 : 


DBx/Drx Of /u 


“ t>0 
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所 以 通 解 有 下 面 形式 : 

+ = ut ++ P(u), 
式 中 P(w) 为 任意 函数 。 在 翻转 时 刻 , 这 时 首先 出 现 具有 下 面 
条 件 的 点 : 


(至 ) ~ 0， (38) 
在 此 点 上 还 应 有 | 
(= G39) 


并 县 借助 于 :, x* 和 ww 的 计算 起 点 的 选取 ， 总 可 以 设法 在 这 些 
点 上 得 到 1 一 x 一 wu 一 0. 将 P(xn) 按 zx 展开 并 考虑 到 式 (38)， 
(39), 我 们 求 出 

P(u) ~ — pn. 
其 中 借助 变换 (10) ,总 可 以 使 上 等 于 单位 15。 


图 23. 阵 面 翻转 的 初始 自 型 阶段. 
最 后 用 下 面 公 式 来 描述 在 翻转 点 附近 的 解 〈《 并 且 在 翻转 
时 刻 前 不 久 ): 


1》 为 了 返回 到 中 夫 1 的 情形 ,在 最 后 结果 中 ,只 须 将 * 值 乘 以 上 x 值 乘 
以 pV 及 zt 值 莱 以 wu” 便 可 ， 同 时 z 值 乘 以 凡人 
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r= BF 一 给 (40) 
这 种 解 如 图 23 所 示 . 当 z: >> 0 时 , 解 变 成 非 单 值 的 ( 谍 曲 线 ). 
实际 上 , 当 z > 0 时 出 现 振 动 。 我 们 仍 假 定 , 振 动 占 据 有 限 的 
”空间 区 域 。 在 这 种 区 域内 ， 解 用 方程 (8) 来 描述 。 在 此 区 
域外 ， 按 以 往 ,《〈40) 是 成 立 的 ， 所 以 * 在 这 种 区 域 有 下 面 形 
式 : 


zx 一 710(z)， z 一 X /00 (41) 
式 中 6 由 下 面 方程 来 确定 : 
zx 一 0 一 6 (42) 


为 了 使 解 (8) 和 (2) 在 振动 区 域 的 边界 处 衔接 起 来 , 需 假 
定 ? 
ra = 1 (rx) = 1121.(2). (43) 
因此 ,在 这 种 情形 中 ,振动 占据 的 区 域 按 vz” 规律 加 宽 ， 而 
当 z 给 定时 ,振动 的 振幅 按 同 ”成 比例 的 形式 增长 . 把 (43) 
代入 到 (8), 对 is 我 们 得 到 三 个 党 微分 方程 组 : 
dl, ls 
az 3g 一 We (44) 
式 中 wo 一 ve/ ， 所 以 通过 1。 用 同 (9) 相同 类 型 的 公式 来 
表示 wue《 只 不 过 公式 (9) 是 通过 > 来 表示 如 的 )。 当 然 不 能 
用 求 积 分 来 解 方 程 组 (44)。 但 利用 上 面 所 得 到 的 公式 (34) 和 
(357) ;很 容易 前 明 在 前 阵 面 和 后 阵 面 附近 的 解 的 行为 。 
例如 , 设 前 阵 面 对 应 值 z 一 gz*。 于 是 从 条 件 ax /di 一 v* 
得 到 


+ tr 2 + 
9 13 十 9 i. (45) 
男 一 方面 ; 当 z 一 xz* 有 时 ,考虑 到 公式 (25), 连 续 性 条 件 给 出 : 


1) 在 一 般 情 形 中 ， 方 程 (8) 具 有 形 如 下 面 的 自 型 解 : re 二 zzlsCx/irtr)， 其 
_ 中 方 指数 7 是 任意 的 ， 


sa II。 


gt = J+[1 — (Lt)]. (46) 
同时 必须 选取 值 二 < 0， 因 为 这 种 解 应 同 函数 (sx) 通 往 
z 一 十 co 处 的 分 校 衔接 起 来 (图 24)。 当 一 盖 时 ,我 们 有 
Br (Ors ~ li’ 
(S02) ($F ) _， 2 £ ? 


所 以 从 公式 (34) 可 以 直接 得 到 在 前 阵 面 附近 解 的 行为 : 


16 1 Gl 
1 一 了 (In 十 荆 ) A  _ 
) 1 一 2 (Hy 
2 2— zt< 0, ly > 0. (47) 


这 表明 ,在 所 研究 的 这 种 特殊 情形 中 , 当 阵 面 的 性 质 原 来 是 同 
上 上 面 曾 谈 到 的 一 般 情 形 相 同 . 


图 24. 在 阵 面 翻转 时 Whitham 参数 对 z 一 2/27” 的 依赖 关系 . 


类 似 地 ,在 后 阵 面 附 近 , 从 阵 面 以 速度 vi 一 v7 一 wv 运 
动 的 条 件 出 发 ,我 们 有 


一 了 在 一 到 三。 (48) 
从 解 的 连续 性 条 件 得 到 


z™ = 1[1 — G7)], 了 一 0。 (49) 
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最 后 ,从 (36) 立 即 得 到 后 阵 面 附近 解 的 形式 : 


?~ 2 3 —%—g > 0. (50) 
为 了 确定 1 在 整个 振动 区 域 的 值 ， 则 给 出 了 方程 (44) 的 
数值 解 。 结 果 如 图 24 所 示 。 我们 看 到 ， 对 所 有 值 , 参数 
8 之 0, 了 二 0。 而 参数 1， 在 某 一 点 z 处 变 号 ， 这 个 点 是 
奇异 的 。 的确, 从 1 的 方程 可 看 出 ， 此 量 仅 在 分 母 3z 一 2wa 
等 于 零 处 才 可 等 于 零 。 但 很 易 证 明 , 点 z 处 的 奇异 性 相对 很 
弱 . 在 此 点 上 不 仅 量 i。 连续 , 而 且 连 它们 的 一 阶 导数 也 连 
续 。 不 过 存在 这 种 奇异 性 是 很 重要 的 ， 因 为 仅仅 由 于 这 种 奇 
异性 才 有 可 能 满足 边界 条 件 。 原因 是 ， 对 解 要 加 上 四 个 边界 
条 件 : (45),《(46) 和 (48),(49)。 而 系统 (44) 的 通 解 仅仅 含有 
三 个 任意 常数 。 因此 缺少 -- 个 常数 正好 由 于 存在 奇 点 zw 而 
得 到 补充 。 为 了 弄 清 出 现 这 种 情形 的 来 龙 去 脉 ， 我 们 将 从 两 
方面 ， 即 从 预先 不 知道 的 两 个 点 *- 和 zx+ 来 构造 解 。 在 满足 
条 件 (45),(46) 和 (48), (49) 之 后 ,我 们 保留 两 个 任意 常数 . 
作为 这 两 个 常数 ， 例 如 可 选 为 了 和 此 之 值 ， 我 们 是 这 样 来 
处 理 其 中 一 个 常数 的 ， 让 它 使 得 2 在 同一 点 m 处 从 两 边 变 
成 零 。 而 我 们 可 以 这 样 来 选 另 外 一 个 常数 ,使 得 量 4， 当 
z 一 z 时 连续 .这 时 ii 的 连续 性 将 自动 得 到 保证 , 这 时 由 于 
3z0 一 282 当 z= 二 = zo 时 . 
实际 上 , 解 正 是 用 这 种 方法 构造 成 的 . 
应 指出 , 在 /。(s) 的 图 解 与 方程 (42) 的 三 值 形式 的 解 之 
闻 具 有 奇妙 的 相似 性 。( 三 值 函数 6(z) 的 图 解 如 图 24 的 虚 
线 所 示 . ) 这 样 一 来 ， 存 在 具有 振动 的 解 乃 是 同 无 色散 方程 的 
解 中 存在 非 单 值 性 区 域 息 息 相 关 的 . 
图 24 的 图 解 连同 公式 (2)、(6) 及 (41) 一 道 ,解决 了 所 提 
出 的 问题 ,在 阵 面 翻转 情况 下 确定 w(x, 1). 
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图 23. 去 阵 面 翻 转 情形 下 ,平均 量 对 z 的 依赖 关系 . 
对 解 的 奇 点 坐标 算出 以 下 各 值 : 
z 一 一 1.41， z=0.117, xz 一 一 1.11. 
前 阵 面 孤子 的 振幅 等 于 
2a = 2 — 1 = 3.6927, (51) 
从 目 型 关系 式 (43) 可 以 看 出 ,平均 值 2 振幅 a 以 及 波 矢 
县 《可 以 表示 成 下 面 形式 : 
= 1 N02), a=1 bz), k= 1 ik(z). (52) 
25 画 出 了 男 数 90(z), 5(z), Kk《z) 以 及 ?9(z) 的 图 形 ， 
(我 们 强调 指出 , 当 2 一 zs! 时 ,了 肖 次 rk(z) 连续 地 趋 于 零 . ) 
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图 26.。 阵 面 翻转 情形 下 的 无 碰撞 激 波 . 


对 :一 5.06 和 8.35 的 情形 ， 图 26 画 出 了 ww 对 + 的 依赖 
关系 . 可 以 看 出 , 随 着 时 间 的 增加 ,振动 区 域 迅速 加 宽 , 振 动 的 
振幅 增 大 而 波长 减 小 . 
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附录 KanxomnreB-llerenamBeaa 
(二 维 KaV) 方程 理论 . 
某 些 分 立 系 统 


$ 1. 某 些 可 积 的 二 维系 统 


前 面 的 理论 仅 涉 及 到 含有 两 个 变量 的 未 知 疾 数 之 方程 的 
积分 . 近 几 年 研究 证 明 ， 逆 散射 问题 技术 有 时 也 可 搬 到 变量 
数目 多 的 情形 . 

到 目前 为 正 , 在 lax 表象 


ec [LL, 4] (1) 
Oz 


中 所 出 现 的 微分 算 子 工 , 4 只 依赖 于 唯一 的 变量 x. 这 时 根据 
所 给 定 的 算 子 工 , 在 关于 8/ 5x 的 任意 阶 中 能 找到 生成 可 积 方 
程 系统 之 算 子 4 的 相应 类 . 如果 算 子 工 含 有 若干 个 变量 的 导 
数 , 情 况 就 会 发 生 显著 的 变化 ;把 前 面 理 论 正确 推广 到 这 种 情 
形 不 是 平凡 的 ,并 且 在 文献 [1 一 3] 中 讨论 了 这 种 推广 .例如 ， 
假设 


子 时 ,方程 (1) 现 在 才 生 成 关于 * 的 方程 ， 这 时 对 x 的 方程 是 
平凡 的 ， 如 果 工 含有 两 个 或 更 多 变量 的 导数 ， 则 现在 情形 是 
典型 的 ， 不 过 可 以 消除 这 种 情形 .假设 
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Lg-0—M, (2) 
Oy 


式 中 M 为 关于 xz 的 常 微分 算 子 .这 时 关系 式 (1) 可 重 写成 对 
称 形式 : 


8 _ 0 一 
| =- -NM 2 | -。 (3) 
因此 关系 式 (1) 变 成 普通 微分 算 子 的 关系 式 ， 

让 我 们 研究 以 下 几 个 例子 . 

1 .假设 

M = 4 
一 Bx — u(r, y, 1), 
y (4) 


A = 4 — 64 Bo — 34s + 300; 
这 时 条 件 (3) 变 成 下 面 系统 (参看 [4, 51): 


wr 一 一 Wys 


5 
Us 一 6uux 一 Uxxx — 30°1wy 一 0， (5) 
此 系统 等 价 于 下 面 方程 ; 
0 (us 一 6unu: 一 2Uxxx -一 3c“zyy， (6) 
Or 


方程 (6) 乃 是 KdV 方程 向 二 维 情形 的 推广 ， 它 是 熟知 的 KN 
(KanoMueB-[leteHautsnnd 或 者 二 维 KdV) 方程 ， 这 种 方程 
的 普 适 程度 同 KdV 方程 是 一 样 的 . 

为 了 证 实 这 一 点 * 证 我们 研究 这 样 介质 的 色散 律 , 即 对 这 
种 介质 来 说 ,声速 对 波 数 的 依赖 关系 是 很 弱 的 : 

w= K+ eh, sk’ < 1, z (7) 
假设 介质 是 二 维 的 : 《 一 (《,，《%); 其 中 人 鲜于 是 可 以 
假定 : 
Ww — kr (Ww — Ke)(w tt ke) = eks + hoy. 
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过 渡 到 运动 计算 系统 (假定 w 一 十 8，Q 家 )， 我 们 得 
到 近似 式 : 
2k.Qekz + Ky, 

即 精确 到 简单 的 变量 代 换 ,此 关系 式 同 方程 (6) 的 线性 部 分 的 
和 付 里 叶 变 换 相同 ,其 中 这 里 sg 一 一 (3@) 1. 

KII 方程 解 的 性 质 本 质 上 决定 于 w 的 符号 ， 不 失 一 般 
性 ,可 以 认为 wm 一 土 I。 当 a 一 1 时 (我 们 将 把 这 种 情形 叫 
做 稳定 的 ), 工 算 子 等 于 热传导 算 子 : 


十 4。 (8) 


在 不 稳定 情形 中 ( 当 6。 == i 时 )， 工 算 子 等 于 非 定 态 薛 定 谓 算 
村; 


.日 日 : 
一 i + 二 we 9 
Oy Ox’ ” (9) 


2. 假 设 M 和 4 为 一 阶 和 矩阵 算 子 5”: 


MH 一- +V， 
Ox 


(10) 


4 一 -十 了 
Br 1 * 


式 中 a，, 656，V,W 为 三 阶 方 阵 .。 假设 矩阵 4 和 4。 是 实 的 并 且 
是 对 角 的 : 
4 = diag(aiaia3s)， bp 一 diag(22225)， 


a> a> da;, 
而 矩阵 了 和 了 亚 服 从 下 面 关系 式 : 
[ a, wl1=12,， VvV]. (11) 
让 我 们 假定 oj 一 zj Vie 一 gy， wi 一 全 二 人 wi， 其 中 


xi 为 对 角 元 等 于 零 的 厄 米 矩阵 , 它 有 下 面 形 式 ; 
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tx Ui; 0 /. 
于 是 条 件 (3) 引 导出 下 面 方程 组 : 
ui 十 vi 十 vyYury 一 19zatay 
tz 十 Vitax 十 v2y 一 7192 本， (12) 
Ws 十 v3usx 十 vusy 一 iquit, 
式 中 
aibs 一 ap 十 asbi 一 ap 十 ab; 一 as03 


人 -一 -一 一 一 一 一 
MV (ai a2)( ai 一 a3) (a a;) 

yr 一 bias — baa vy — bi 一 3 

Ql ~ os dl ~ as 


YT = 22as3 一 G302 yy = —e b, 一 bs 

zz 一 2 一 ap py 一 az 和 一 2 
方程 组 (12) 乃 是 第 三 章 所 研究 的 三 波 系统 向 两 个 空间 变量 的 
推广 情形 《参看 第 三 章 $4). 


3. 假 设 
“--[ 4-[ 6] 
i 


0 外 .| 和 Pp1 
+ 如 | 士 不 + r2 
式 中 
p= apy t+ (1 — 2a— 1)%,, 
p= 二 (zy + (1 一 2a)8:) 
条 件 (3) 现 在 给 出 下 面 方程 组 : 
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sip, + Di + wy = 10, J 
Dn 一 干 2D,| 9 |», 
式 中 2,, D; 为 下 面 微分 算 了 于: 


2 
D,= oz 二 二 20 — a)e 
了 


(14) 


8 ， B: 
+(P 2a oa 
BxOY ( “一 7 
pz 8: 82 
2 0 Fo2+1) 0 ACT+TD- 
“apt a 十 人 十 1 


| 


D, 


算 子 D1, D; 的 系数 二 次 形式 总 是 有 一 个 不 同 的 正 负 号 差 . 特 
别 是 , 当 1 二 a 二 一 1/2 时 ， 
PLO pai 
Oy’ 4 Ox’ Oy’ 4 Dr 
为 了 方便 引入 表示 x 一 干 214| 十 v; 这 时 系统 (14) 有 下 面 
形式 : 


i 十 es + ob 二 210 + vb — 0, 


1 8 0’、 _1 
全 Or’ -oi) — T2 6x gall 
当 一 上: 时， 系统 (15 ) 描 述 深 度 不 大 的 液体 表面 中 的 准 单 色 
波 包 (Davey-Stewartson 系统 1), 
其 它 值得 注意 的 情形 乃 是 算 子 Pi 的 二 次 形 退 化 情形 . 
假设 a 一 0， 这 时 系统 简化 成 下 面 形 式 : 


(15) 


Ou ,Ql1,1s 

一 一 二 干 2 一 一 中 9 16 
Bp BE | | (16) 
人 A 9 

-二 一 x+TCT+1 

Bn Oy Ut De 

0 .6 3 
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系统 (16) 可 在 等 离子 体 物 理 中 得 到 应 用 . 
显然 , 系统 (12),(14) 乃 是 非 线 性 薛 定 刘 方 程 的 二 维 推 
广 ， 并且 如 果 5/67 一 <8/6x 束 简 化 为 非 线 性 莓 定 谓 方程 . 


$ 2. 守恒 律 


用 代 换 4 一 ce” 几 可 将 算 子 (1.2) 的 谱 问题 简化 成 下 面 方 
程 的 解 : 
Op 


由 于 Lax CCL 2 下面 记 各 是 同 C1) 相 穴 的 | 
如 2 4y. (2) 
Or 


直接 从 系统 (1),(2) 可 以 构造 相应 非 线 性 方程 的 无 穷 守 恒 律 . 
让 我 们 以 KanomueB-TlersHamennm 方程 为 例 来 阐明 这 点 .在 
这 种 情形 中 的 线性 方程 有 下 面 形式 : 
cy 二 brr+ ub = 0,， 
prt 4prrr t+ 6upr +t 3ur 十 au) 一 0. 
我 们 将 寻求 这 些 方程 下 面 形式 的 解 : 
中 一 exp (ihx 十 》 十 478 十 x 


于 是 产生 函数 X 的 下 面 两 个 方程 ; 
Xe 一 一 (Xe 十 千 十 四 十 一 aXy， 《4 ) 


(3) 


Xs — (ut+ 2Xes +t 二 2 
z 2 
— LIT Xt A Xve + XX 
313 3 
十 Xa) 十 28X。 十 zs + aw|， (5) 
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2 = 一 288， 
让 我 们 令 x 趋 于 co， 并 将 和 按 盖 :和 若 次 展 成 渐 近 级 数 : 
X= > Xa Xox ™™ K。 : 


3 
间 十 1 
车 二 人 少 


可 从 方程 (5) 的 每 一 个 中 独立 地 计算 出 浙 近 级 数 的 各 个 
项 .比较 X,, X,; 的 这 些 级 数 , 可 以 很 容易 验证 方程 (1.5). 直 
接 积分 这 些 方程 我 们 得 到 下 面 天 系 式 : 


|). udx =— 0, (6) 
| nd 一 2). wax (7) 


假设 当 |y1 一 co 时 , w 一 0。 对 关系 式 (7) 积 分 ,我 们 形式 地 
得 到 


0 
z 这 ||uarey 一 0, (8) 
但 很 容易 从 (6) 看 出 , 仅 当 
| ua 一 0 (9) 


时 ,《8) 中 的 积分 才 是 有 限 的 .在 这 种 情形 中 ,(8) 表 示 这 样 一 
个 事实 : 方程 (1.5) 存 在 首次 积分 . 在 7 为 偶数 的 情形 下 , 比 
较 X, 的 表达 式 则 产生 其 余 的 积分 。 假 定 x 一 2, 4、 我 们 得 
到 以 下 积分 : 


||waray = (), 
Oz 


Bl ， 到 ， 

可 Ni —#— Ew |dxdy ~ 0. 
积分 (10) 具 有 这 样 的 意义 ,它们 是 用 Kanomues-[lerenanrenym 
方程 所 描述 的 介质 之 动量 与 能 量 . 其 中 第 二 个 是 能 量 积 分 ， 
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(10) 


当 w 一 0 时 ,这些 运 动 积分 变 成 通常 KdV 方程 的 积分 (参看 
第 一 章 $5). 


$ 3。 穿 衣服 方法 


对 (1.3) 这 种 类 型 方程 来 说 , 柯 西 问题 的 解 要 求 提出 和 求 
解 算 子 工 一 a6/6y 一 MKII 方程 情形 中 的 薛 定 谓 算 子 ) 的 
散射 正 问题 和 逆 问 题 . 但 为 了 构造 广泛 类 的 特 解 ， 可 以 利用 
我 们 所 命名 的 “ 穿 衣 服 * 方 法 四 ， 让 我 们 在 直线 一 co <z 一 oo 
上 研究 依赖 于 1, > 的 积分 算 子 好: 


pg(o ~— (Fe, ze 7) ads, (CD) 
并 让 我 们 假定 这 种 算 子 允许 三 角 因 子 分 解 ， 好人 允许 表示 成 下 
面 形 式 : 
1 十 六 一 (1 二 RD)-CI 十 及 -)。 (2) 
式 中 K&+， 尺 - 为 Volterra 算 子 ， 
+Rv 一 | KC, zs £2 PC) dg. (3) 
其 次 ,假设 微分 算 子 L, 一 a6/6y 一 M。 是 给 定 的 ,其 中 


Mo= mo Tmo + 
党 万 


一 般 来 说 , 算 子 M。 的 系数 mw 是 x,y，# 的 函数 . 
假设 算 子 同 工 , 对 易 : 
FL,— Lk = 0. (4) 
我 们 将 关系 式 (4) 作用 于 任意 立 数 于 (x*) 上 并 作 = 次 部 分 积 
分 ,结果 证 实 , 算 子 上 的 核 满 足下 面 关 系 式 : 
OF 四 
“一 MoP — FMi. (5) 


在 关系 式 (5) 中 的 Mr 为 Mo 的 共 元 算 子 ,其 中 
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MoF ~ (mo 2 十:…: 十 fz， ) F(x, Za), 1 ) 9 
党 
9 (6) 
FMi 一 (一 1)? Oz" Fm t+: 二 fm,. 


从 (4) 得 到 , 函数 更 (*) 借助 算 子 1 十 的 空间 变换 也 使 算 子 
L 保持 不 变 : ， 
(1 + FF)-iL(i + £) 一 工 , 
让 我 们 研究 Lo 借助 于 算 子 1 十 和 + 和 1 十 &- 的 变换 [其 中 
民 +, 尺 - 为 公式 (2) 给 定 的 算 子 有 的 “三 角 因子 *]: 
Lo>L= (1 + KR)L(l + Ri)! 

一 (1 十 六 -)Lo(I 十 民 -) (7) 
从 (7) 得 到 ,， 工 是 微分 算 子 〈 因 为 它 同 时 是 两 面 Volterra 算 
子 ), 并 有 下 面 形式 : 


式 中 


其 中 ww,*……, uw。 为 通过 算 子 有 + (或 者 尺 -) 的 核 来 表示 的 
x。，!5 7 的 函数 .这 些 函数 的 公式 可 从 下 面 方程 得 到 ; 

L(+ KR-) = (1 + KE-)L,, (8) 
此 方程 是 从 (7) 得 到 的 . 假定 rm， mi 为 常数 ,让 我 们 引用 xw， 
Wz 的 公式 : 


MH ™™ [ 2o， <oj 十 17ji9 


i 一 (7 一 1)mo Se + L148, mo | 
dx 2\dx 


十 二 [mu 十 zeo 十 Lm, so]， (9) 
式 中 
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(xz， ) > 2) ~ (如 一 总 ) KGr， 2 7 1) | ces. (10) 


算 子 上 可 以 叫做 算 子 上 的 用 积分 算 子 如 来 穿 的 “ 穿 衣 
服 ”". 假设 算 子 还 同 算 子 8/61 一 4 对 易 , 其 中 4 为 关于 
XxX 的 微分 算 子 。 于 是 

OF 


-~ — Af + fA4, = 0, (11) 
Or 


因此 算 子 1 十 六 + 将 算 子 8/8z 一 4 变 成 68/6: 一 4 (其 中 关 
于 藉 的 微分 算 子 4 是 用 (6) 类 型 的 公式 同 4, 联系 起 来 的 ), 从 
而 它们 实现 了 算 子 8/8: 一 4。 的 穿 衣服 . 假设 算 子 L, 一 
08/8y 一 Ms 和 8/8: 一 4o 是 用 Lax 关系 式 (1.3) 联 系 起 来 的 . 
于 是 存在 一 类 函数 wo, 对 这 类 函数 来 说 ， 下 面 方程 组 是 相 容 
的 : 

LT = 0， 


(过 一 4ujw 一 0. 
将 关系 式 (8) 以 及 算 子 8/8: 一 4 的 相应 关系 式 作 用 于 和 
上 ,我 们 得 到 z 

(ce 总 一 Me 0, (2 — 4)v =o, 

V¥ = (1++ KEK- )Y,. (13) 
人 队 (13 ) 得 到 , 算 子 M 和 4 满足 Lax 关系 式 (1.3), 而 它们 的 系数 
满足 所 研究 的 非 线 性 方程 系统 ,当然 算 子 M。， 4 的 系数 也 渍 
足 这 些 方程 。 因 此 由 于 穿 衣服 方法 可 按 已 知 解构 造 广泛 类 的 
新 解 ,从 而 它 能 使 解 增殖 ”. 

为 了 具体 实行 穿 衣 服 ， 必 须知 道 算 子 K* 的 核 。 用 算 子 

1 十 恨 + 左 乘 (2), 并 假定 z 二 x， 我 们 得 到 下 面 的 积分 方程 ， 
它 是 Tenbpqasn-JleBaTa6-MapyenzKo 方程 的 推广 : 


(12) 
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K++F+| K'(xr, s, y», 1)F(s, 局 3 》， 1)ds = 0. (14) 


$ 4. KI 方程 的 类 孤子 解 


利用 穿 衣 服 方法 能 解决 一 系列 问题 ， 首 先 能 求解 ([9] 首 
先 用 数值 方法 找到 ) 孤子 解 及 其 稳定 性 问题 .我 们 只 限于 研 
究 KIE 方程 ， 
我 们 仿照 文献 [10] ,将 给 以 下 平凡 解 穿 衣服 : 
Wo ™™ 0， wo = 0, 
首先 我 们 研究 a 一 1 的 情形 .这 时 核 F 服 从 下 面 方程 ; 
OF ,OF _ OF 
Oy Or’ 02’ 
BF (°F az ) 
Or 了 45 十 55 一 
这 些 方程 的 解 可 选 作 下 面 形式 : 
F = >) ca(y, 1)exp(pnx + 942), 


1 


一 0， 
(1) 


式 中 
cay3 1) = cs(0)exp{ 92 — pe)y — 4(ps + 人) 
及 pn，9s> ca(0) > 0， 并 求解 核 及-( 一 玉 ) 的 方程 : 


K+F+ | KC, 2 9)> 1)F(z’, zy y» 1)dz’ = 0, (2) 
我 们 按 下 面 公式 求 KaroMHes-TIerayaitprym 方程 的 解 : 


x» 9» 1) ~— —2 K(x, #» y» 4). (3) 
党 


因为 方程 (2) 的 核 是 退化 的 ,所 以 它 的 解 并 不 难 求 ， 并 有 下 面 
形式 (比较 第 一 章 $3): 
0 


K(x, 2>)» 1) | ss Br lndetA, 
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式 中 矩阵 4 力 是 N x WN 方 阵 , 其 阵 元 为 
Anm — bom+ cays1) Pllpr + Im) (4) 
pa 十 qm . 
因此 , 解 gx(Cxy yt) 为 


2 
u(x ys 1) = 2 0 IndetA. (5) 
Ox’ 


公式 (4), (5) 描述 NN 个 一 维 孤子 的 相互 作用 . 特别 是 , 当 令 
N 一 1 时 ,我 们 只 有 一 个 孤子 : 
2 = p+ X ch 一 
(十 9)xz 十 ( 们 一 六 )》 一 4 人 (大 十 9 十 jn ee 
7 »(6) 

当 了 之 一 9 时 ,此 下子 变 成 熟知 的 KdV 方程 的 孤子 . 当 p 冯 4 
时 ,孤子 在 与 * 轴 成 某 一 角度 下 运动 显然， 在 一 般 情形 下 ， 
解 (4),《5) 一 方面 描述 这 类 “ 斜 ” 孤 子 的 相交 ,同时 也 描述 当 x， 
一 oo 时 ,在 x/Y 二 po 一 4r《# 一 1,""…，NN) 方向 上 它们 不 
衰 碱 .我 们 感 兴 趣 的 乃 是 在 所 有 方向 皆 讲 减 的 颖 子 的 存在 问 
题 及 它们 的 相互 作用 动力 学 . 结果 表明 , 仅 当 ow 二 0 时 , KII 
方程 才 存 在 这 种 狐 子 . 我 们 借助 于 解 (4),(5 ) 的 特有 退化 ,得 
到 这 种 孤子 的 显示 表达 式 ; 为 此 事先 要 注意 到 ， 在 KKII 方程 
中 ，o 符号 的 改变 等 价 于 解 从 Y 为 实 到 纯 虚 的 延 折 ， 志 即 等 
价 于 在 诸 公 式 中 作 下 面 代 换 : @? 一 一 wz?,，y 一 2). 

为 过 渡 到 解 (4), (5) 的 退化 情形 , 采用 下 面 表示 是 方便 
的 : pr 十 4n 一 Kn jn 一 4 一 Drca0) 一 一 cokn。 其 次 我 
们 将 矩阵 4(4) 重新 写成 下 面 形式 : 


4 一 exp (~ 生生 十 2 B,,, 《7) 


其 中 
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在 一 人 dak 
~" ™ bn — Vm kn 二 km 


. X exp{rafx — vy — (3952 £571) ]}. (8) 
因 从 4 到 B 的 变换 (7) 是 相似 变换 ， 所 以 我 们 得 到 detA 一 
detB， 并 且 代替 (5) 得 到 


0’ 
pf yy 9 1) 二 2 一 -lndet2。 
Or 


现在 让 我 们 过 渡 到 极限 ，«。-> 0， 并 假定 
Hn 1 一 Enkn 十 O(r’)., 
结果 我 们 得 到 B 的 行列 式 : 
detB = [i (— ga)detB + OCkN+!), 


式 中 矩阵 B 有 下 面 形式 ( 作 代 换 y 一 iy 之 后 ): 


Ban = Onn — ivay — Ea — 3921) + (1 — 00m) —2 
yn ©— Dm 
(9) 
( 当 n 一 m 时 ,等 式 右 边 后 一 项 应 取 作 零 .) 显 然 ， 
u(x,y», 1!) = 2 lIndetB + O(x). 
现在 假定 r 一 0， 我 们 得 到 
u(x, y» 1) 一 2 lndel. (10) 


当 变 元 为 实 值 时 ,在 > 和 专 的 某 一 选择 下 ,这 种 解 即 可 以 得 到 
实数 性 也 可 以 得 到 正则 性 . 例如， 在 N = 2 的 情形 下 ， 当 
2 一 一 二 避 一 二 时 ,从 (9) 我 们 得 到 

det 厂 一 4( 六 十 克 ) 一 十 xz 一 1 一 总 一 3212 (11) 
此 表达 式 是 严格 正 的 , 即 由 公式 《10) 确定 的 六 数 x(z，》， 7) 
是 实 的 且 有 界 . 当 十 周一 0 时 , 解 xz 十 7) 一 即 
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在 x，y》 平面 内 , 这 种 解 在 所 有 方向 上 都 衰 碱 .这 种 解 乃 是 以 
速度 v 二 (v;， vy;) 运动 着 的 二 维 孤 子 : 
or = 3|»|?, ovy = — 6Imy,, 

在 一 般 情形 下 ,如 果 入 一 2K, 而 常数 > 和“ 满足 下 面 

关系 式 
Dkin 一 一 5 Ek+n™— 6 n=1,...,K, (12) 

(其 中 在 复数 bv,,.*…, vx 集合 中 间 没 有 相 重 的 ) 则 解 (9),(10) 
是 实 的 和 非 奇 异 的 .这些 条 件 保 证 了 矩阵 B 的 正定 性 .证 明 
它们 完全 是 代数 上 的 基本 事实 ,我 们 略 去 ， 

折 构 造 的 解 (9),(10),(127) 描 述 玉 个 二 维 孤 子 的 磁 撞 , 即 
当 41 > 土 co 时 ,这 种 解 等 于 解 (10), (11) 之 和 . 当 :-> 士 oo 
时 ,将 解 的 痢 近 值 看 成 Xo Yo 的 函数 ,其 中 

XT = xo 十 wo， y= yo 十 vz, 

那么 很 容易 看 出 ,相应 的 量 5# 相同 : 5 一 67 一 。 在 一 维 
问题 中 ,孤子 的 相 移 总 是 存在 的 并 且 是 熟知 的 ;但 在 二 维 孤 子 
的 碰撞 中 ,孤子 的 相 移 恒 等 于 零 ". 值得 注意 的 事实 是 ，KI] 
方程 有 理解 的 极点 动力 学 是 用 熟知 的 Moser-Calogero 系统 来 
描述 的 (参看 下 面 $7). 


$5. 依赖 于 函数 参数 的 精确 解 


把 穿 衣服 方法 应 用 到 二 维 方 程 ， 使 我 们 除了 能 得 到 孤子 
解 外 ， 还 能 得 到 包含 任意 单 变量 水 数 的 精确 解 的 集合 .。 作 
为 一 个 例子 ,我 们 来 研究 e* 二 0 的 KI 方程 ,并 用 16/6y 代 
替 9/6y 之 后 ,我 们 把 系统 (4.1) 重 写成 下 面 形 式 : 

OF ,BF BF 
Oy Ox’ Oz’ 
OF O°F OF 
+4(Br+ G7 )—0. 


(1) 
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让 我 们 把 此 系统 的 解 选 作 下 面 形式 : 


F(x, yz， 1) = p(x,， 7 1 F(z, y, 1), (2) 
其 中 也 数 满足 下 面 方程 : 
i; OP + 0P 0, 9 + 40p—0.. (3) 
Oy Oxr’ .Oz Ox 


因而 函数 q(x, y, 1) 是 由 任意 初始 条 件 p(x,，0, 0) 来 确定 
的 .我们 从 FP 得 到 方程 (4.2) 的 解 ( 核 F(2) 仍然 是 退化 的 ): 


K(x sy yi) 一 Pry Ps yt (4) 


1 十 | | 9(z,y, 2) |dz 


很 容易 从 (4) 看 到 ， 这 时 选取 系统 (3) 之 解 的 唯一 边 春 条 件 亡 
是 当 > 一 一 9 时 衰减 足够 快 的 p(x, y, 7) (也 就 是 说 ,对 任 
意 一 co 来 说 ，9pe 妈 x( 一 00，s)). 例如 ,如 果 积 分 区 域 D 
整个 都 位 于 多 的 下 半 平 面 的 话 ， 那么 任意 下 面 形式 的 函数 满 
足 此 条 件 : 


gp 一 人 Cs betaeeahak(A 一 起 十 沱 ) (5) 
其 中 c(hs 如) 为 任意 两 个 变量 的 可 积 函数 ;通过 来 确定 函 
数 eC 和, 天) 并 不 是 唯一 的 ;按照 (4.3)。 用 下 面 公式 给 出 KI 
方程 的 相应 解 : 


u(x» ys 1) = 2 (1 十 | _leCs， y， 1) ldz )， (6) 


可 以 把 解 (5), (6) 看 成 是 单个 弧 子 解 (4.6) 的 推广 。 单 个 
孤子 解 相 应 把 c( 访 ，) 选 为 二 维 6 函数 形式 : 
ck ka) = co — a)6(k +t a), a> 0. 
同样 不 难 将 入 个 孤子 解 (4.4),《4.5) 加 以 推广 。 为 此 内需 将 核 
F 选 为 下 面 形式 : 
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NN - 
F= > gilx, 4， 1) Ti(2, ys 1)» (7) 
1 


式 中 0 为 具有 相应 c( 刀 ,各 ) 的 形 如 (5 ) 的 水 数 .KII 方 程 的 
解 为 
u(x, y»> 1) = 2 ln det /A ， (8) 


Anm 一 nm 十 | pe y» 1)Pn(2, ys 1)dz. (9) 


u(x，y， #) 的 实数 性 保证 了 和 矩阵 4(9) 的 自 共 圈 性 ， 
假定 : 


hl 3 4 
9 一 Ce**tik y—4X°Y 十 | a(&) ert 了 一 4 ‘dE, (10) 
0 


不 难看 出 ,公式 (6) 给 出 的 u(x, y> 1)， 当 1 一 一 00 时 力 是 通 
项 的 孤子 . 不 过 细心 分 析 一 下 表达 式 (10)，(6) 表 明 ， 在 
! 一 十 co 的 渐 近 式 中 ， 没 有 孤子 (如 果 a(#) 没有 5 形式 奇异 
性 的 话 ). 这 样 一 来 ， 相 应 (10) 的 解 描述 孤子 的 源 灭 . 因此 
这 种 解 力 是 下 面 熟知 事实 的 极 漂 亮 的 说 明 : 当 ww < 二 0 时， 
KiII 方程 的 平面 孤子 是 不 稳定 的 (参看 [11]). 下面 还 将 讨论 
一 下 依赖 于 任意 函数 的 一 类 解 (参看 下 面 $8), 这 类 解 将 用 另 
外 一 种 方法 得 到 、. 


$ 6. 黎 受 曲面 方法 .一 秩 有 限 带 解 


KI1 方程 的 相当 广泛 一 类 解 是 作为 藤 定 订 方 程 的 有 限 带 
周期 性 势 和 准 周 期 性 势 及 KdV 方程 解 等 理论 的 推广 而 得 到 . 
这 种 理论 是 在 第 二 章 发 展 起 来 的 . 我 们 将 从 亏 格 g 宇 1 的 代 
数 黎 曼 曲 面 卫 之 “Baker-Axuezep 标量 函数 ”" 少 的 概念 开始 ;在 
此 曲面 上 标 上 点 P, 《常常 称 之 为 “无穷 远 点 ”). 靠 近 P 点 ， 我 
们 给 定局 部 坐标 z 王 和 (在 忆 点 z 一 0)。 让 我 们 研究 这 样 
的 一 个 函数 (x, y, 1, P)， 它 依赖 于 同 画 T 的 点 了 以 及 参数 
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x，y， 1， 并 且 其 有 这 样 一 些 性 质 ， 当 P 六 P, 时 ,函数 史 是 亚 

纯 的 ;在 上 有 8 个 一 阶 极点 Yi ”978 这 些 极 点 的 位 

置 与 +,y, + 有 关 ; 当 《 一 0 (或 P 一 P) 时 ,上 有 下 面 形式 

的 渐 近 形式 : 

由 一 exp{kx 十 an(R)y + Bak)z} (1 十 之 和 (zy DR )， 
| 


(1) 
式 中 a,(《), Bm(《) 是 窒 次 分 别 为 x、m 的 多 项 式 . 这 种 冰 数 
中 同 第 二 章 $4 中 的 布 洛 赫 函 数 中 类 似 , 它 是 唯一 的 并 且 可 用 
经 典 6 函数 理论 写 出 它 的 精确 公式 (参看 综合 评述 [12] 中 的 
附录 3 及 文献 [13]). 为 了 寻求 形 如 (1.3) 方 程 的 解 , 根据 以 下 
事实 来 利用 函数 pg 在 上 面 所 指出 的 函数 上 的 解析 性 质 条 
件 下 ,用 下 面 两 个 与 己 无 关 的 标量 线性 算 子 将 史 零 化 : 

(全 一 一 0 (2 -4)v—o, (2) 
式 中 MM 和 有 4 为 天 于 * 的 # 阶 各 阶 微分 算 子 ， 这 些 算 子 的 相 
应 系数 仅仅 与 x*, y, 1 有 关 而 与 了 无关. 

， 对 所 有 P 来 说 ,从 (2) 得 到 ,(1.3) 是 成 立 的 : 


8 8 | : 
CM, -—A|l~ 10, 3 
Es Or (3) 


当 n 一 2，m 一 3 了 时,( 按 照 (1.4) 一 (1.6)) 我 们 得 到 KI 方程 
(1.5), 其 中 由 同 势 x(x,y, ?) 的 关系 也 同 第 二 章 $6 中 一 样 * 
有 下 面 形式 : 

u(x y, 有) 一 一 2 (xz， 7，1)， (4) 
式 中 54.(x,，》, 72) 为 公式 (1) 的 展开 式 系 数 . 与 n(x, y, 1:) 有 
关 的 公式 态 是 第 二 章 (9.13) 公 式 的 推广 (按照 (8.10) 来 选取 系 


* 应 同 第 一 章 $5 中 一 样 。 一 一 译注 
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数 ): 
2 
U(x, y, 1) = —2 iln6(Uz + Vy 十 Wi+ VU,) + const, 


(5) 
对 亏 格 g 一 1 来 说 , 这 些 解 是 退化 的 . 当 8 一 2 时 , 解 (5) 力 
是 形 如 u(x 一 a,y 一 51) 的 “ 极 浅水 波 "形式 .如 果 工 是 任意 
亏 格 g 之 1 的 超 椭圆 黎 曼 曲面， 而 P。 一 oo 为 支点 ， 那 么 
V 一 0.。 我们 得 到 第 二 章 所 描述 的 KdV 的 解 . 如 果 黎 曼 曲 
面 T 有 下 面 形 式 : 
wu” 十 pA(E)w + pA(E)=0 (6) 
而 点 Bp 一 co， 那么 太一 aa 十 7 变换 
2 mm 二 20， WwW’ = Ww — 2ou 十 const， 
x mx 十 2oy 十 3(o + bp)i, 
y = y+ 3 :1:1 
在 下 面 的 归 一 化 (8.10) 条 件 下 保持 KII 方程 不 变 , 并 把 KII 的 
极 浅 水 疲 简化 为 KII 方程 的 与 : 无 关 的 解 。 在 解 (5) 中 ,这 种 
变换 相当 于 局 部 坐标 z 一 ! 的 代 换 .从 解 (5) 作 极限 过 渡 可 
以 得 到 有 理沙 数 解 x(x, y, :)。 这 类 解 在 上 面 $4 中 已 经 讨论 
过 ; 它 有 特殊 的 意义 因此 下 节 我 们 还 将 讨论 它 ， 有 理解 是 
用 下 面 形式 的 椭 图 疯 数 解 的 退化 性 得 到 的 : 


u(x, y» 1) mm 2 2 P(x 一 xi(y, 1))， (7) 


这 种 解 乃 是 第 二 章 xn 一 3 时 解 (10.13) 以 及 n = 1 时 极 浅 水 
波 的 推广 .在 此 情形 中 ,详细 计算 没有 作 过 . 

回 到 Baker-Axnesep 函数 少时 ， 可 以 指出 一 种 情况 .让 
我 们 研究 这 样 一 种 情形 , 即 公式 (1) 中 的 多 项 式 ce(k) 是 函数 
1(P) 关于 一 xz 之 展开 式 的 主 部 [有 ], 其 中 函数 KP) 是 曲 
面 T 上 的 某 一 代数 函数 并 且 在 点 P(z 一 0) 处 它 有 唯一 的 极 
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点 。 这 时 函数 由 可 以 用 下 面 形式 找到 


blr, y》, 1， Pp) = exp{f(P)y}polx, i, P). (8) 
关于 ?的 方程 (2)。 这 时 具有 下 面 形式 : 
2 fp)g 一 Mo， (9) 

Oy 


正 是 由 于 这 一 点 , 算 子 M, 4 的 系数 将 不 依赖 于 变量 y, 这 是 
因为 这 些 系数 是 用 内 来 表示 的 。 从 而 方程 (3) 转 化 为 Lax 表 
象 

除 此 以 外 。 如 果 多 项 式 Bs(R) 同样 是 类 似 的 代数 函数 
g(P) 的 主 部 ,那么 (2) 的 两 个 方程 将 有 下 面 形式 : 


Oy Di 
或 者 
[M, 4] 一 0. (11) 


因此 我 们 得 出 如 下 结论 : 具有 标记 点 P。 和 代数 遂 数 对 儿 ， 
8《 其 中 这 两 个 函数 在 点 Po 处 有 唯一 的 极点 ， 其 阶 数 分 别 为 
m, 7) 的 黎 曼 曲面 了， 生成 一 对 儿 对 易 算 子 M, 4。M,，,4 这 
两 个 算 子 的 系数 可 用 6 函数 来 表示 (参看 [13]). 对 易 算 子 对 
儿 M , 4 的 分 类 问题 ,里 在 本 世纪 20 年 代 就 已 经 提出 过 ， 并 
且 解 决 了 一 部 分 ,尽管 效果 不 够 完善 (参看 [15 一 17])。 如果 
用 现代 语言 说 出 这 些 原文 的 要 点 , 则 可 陈述 如 下 : a) 所 指出 
的 结构 总 是 产生 对 易 算 子 的 环 ， 环 的 基底 M , 4 依赖 于 有 限 
个 参数 ; b) 反之 : 如 果 算 子 M , 4 的 阶 数 喧 和 2 彼 此 是 互 
质 的 ， 那 么 由 上 面 所 引入 的 结构 可 得 到 对 易 算 子 M ,4 文 
献 [13, 14] 找到 了 系数 的 显 式 公式 ,并 且 还 确定 了 所 构造 出 
的 一 般 情 形 的 算 子 M, 4 帮 是 * 的 周期 性 和 准 局 期 性 函数 ， 
同时 对 易 性 方程 成 为 其 系数 的 关于 zx 的 完全 可 积 的 哈密 顿 系 
统 (参阅 综合 评述 [18]). 当 然 , 用 所 描述 的 方法 可 以 构造 对 易 
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算 子 M、4 的 许多 例子 并且 它 们 的 阶 数 甚至 彼此 不 是 互 质 
的 , 即 m 和 = 这 两 个 数 可 用 ! 整除 ， 不过， 早 在 20 年 代 就 指 
出 过 ， 这 种 结构 不 能 给 出 完备 的 分 类 .对 易 算 子 M , 4 总 是 


存在 共同 的 本 征 函 数 : 
M 册 一 Mg， A pp. (12) 
疝 时 用 和 确定 某 一 个 黎 曼 曲面 的 方程 将 1 和 上 联系 起 来 : 
F(1，p) =— 0<—>F(M, 4) 一 0， (13) 


如 果 在 黎 螺 曲面 每 一 点 上 ,本 征 函 数 一 J(x, 4, ux) 都 是 单 
值 的 ,那么 在 
gz，1，p) 一 由 (xz，0，0，P) (14) 
〈 式 中 了 为 曲面 了 上 的 点 ) 情 形 下 ， 这 种 本 征 函 数 就 等 于 上 面 
所 构造 的 Baker-Axne3ep 了 珊 数 ， 

这 种 结构 的 重要 特殊 性 质 是 ,共同 本 征 函 数 少 是 单 重 的 . 
一 般 来 讲 ,对 曲面 的 全 部 点 了 来 说 ,这 种 本 征 函 数 可 以 是 ! 
重 的 。 数 1 称 作 对 易 对 儿 M , 4 的 “ 秩 ”。 可 以 证 朋 , 数 7 一 
定 是 mw, n 这 两 个 阶 数 的 最 大 公约 数 . : 

如 果 mw 和 # 互 为 质数 ,那么 一 定 有 1! 一 1, 如 果 和 和 ?不 
是 互 质 的 , 则 可 能 1 > 1. 对 于 / > 1 的 情形 ,这 种 研究 实质 
上 更 加 复杂 (参阅 [19 一 21])。 结 果 依 赖 于 函数 参数 ， 因 此 
不 能 化 成 6 函数 。 构 造 ! 秩 的 对 易 算 子 的 技术 可 以 用 来 构造 
KII 方程 的 解 的 问题 。 我 们 将 把 这 种 解 串 做 “7 秩 的 有 限 带 ” 
解 ， 作 为 一 个 例子 , 让 我 们 指出 一 个 秩 数 /一 2 的 最 简单 的 
非 退 化 对 易 算 子 对 ,这 两 个 算 子 的 阶 数 分 别 等 于 4 和 6: 


M 一 [一 1 二 co(g(c 十 o) 十 Pe + 6)) -十 


+ P(eca)— fle + 2), (15) 
式 中 a 一 const，2 一 const，24 = 二 上 ;十 DD, LL, 二 6:/8x? 十 
u(x)，DD 为 三 阶 算 子 (我 们 没有 明显 写 出 这 种 算 子 ), 用 公式 
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(8.21)( 式 中 y 一 上 一 0) (参看 下 面 ) 将 任意 调 数 c(x) 疝 u(x) 
联系 起 来 。 用 亏 格 gs 一 1 的 代数 关系 式 , 将 算 子 L, 一 M 和 
Le™= 4 联系 起 来 : 
A'=— 4Mi+ gM + g;, (16) 
由 此 不 难 找到 算 子 D. 

公式 (15) 所 指出 的 秩 数 等 于 2 的 对 易 算 子 ， 马 被 文献 
[21j] 采 用 . 

让 我 们 提醒 一 下 , 早 在 20 年 代 就 已 经 知道 的 1 秩 的 最 简 
单 非 平凡 对 易 对 儿 有 2 阶 和 3 阶 .它们 指出 了 同 第 二 章 $1 中 
的 KdV 之 经 典 极 浅 水 波 之 间 的 联系 , 其 中 对 KdV 来 说 ， 
L; 一 8°/8x’ 十 28(x) 为 拉 梅 算 子 。 


$7. KD 方 程 的 有 理解 . 直线 上 粒子 的 分 立 系统 


正 象 上 面 已 经 谈 到 的 那样 ，KII 方程 具有 这 样 的 有 理 的 
弱 定 域 化 的 解 a《x*, y, 1), 即 这 种 解 在 所 有 实 的 +,y,! 的 
情形 下 没有 奇异 性, 并 且 当 十 洁 习 00 时 ;以 (十) 
形式 衰减 (参看 $4)。 这 种 形式 的 最 简单 解 是 “二 维 孤 子 ” 
(4.11), 这 种 孤子 仅仅 在 1976 年 首先 由 数值 计算 的 结果 发 现 
的 ”. 
更 普遍 的 有 理解 由 公式 (4.10) 给 出 . 结果 是 ,对 KI 方程 
来 说 ， 当 |x| 一 co 时 衰减 的 普遍 有 理解 (在 x,y, :为 实 的 
情况 下 ,这 种 解 也 可 能 有 极点 ) 同样 用 公式 (4.10) 来 描述 . 解 
(4.10) 写成 男 外 一 种 形式 是 : 


ux, y, 1) = —2 DLr oxy, 1)]™’, (1) 
i=1 


式 中 极点 x; 的 位 置 是 y, ! 的 函数 。 若 事先 不 作 这 种 假定 ,可 
以 证 明 ， 形 如 (1) 的 解 将 对 所 有 变量 *, y, : 都 是 有 理 的 。 解 
(1) 具 有 一 些 令 人 惊异 的 性 质 . 
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下 面 让 我 们 研究 在 一 条 直线 上 的 粒子 系统 ， 这 些 粒 子 的 
坐标 为 p;, *i 面相 互 作 用 的 哈密 顿 量 为 
ar 人 一 六 有 + 居于 人 下 (2) 
(“Moser 系统 ”)。 让 我 们 提醒 一 下 文献 [22] 的 结果 。 我 们 用 
rt 来 表示 时 间 ， 让 我 们 定义 两 个 矩阵 : 
Le(li), A= (0); 


lj = Pidi; 十 20 — 65», (3) 
Ti Xi 
pr 2(1 — 6;) 一 406; a::== 0 
" (x -一 x;)’ 了 三 了 (x 一 rs) | . 
哈密 顿 系统 (2) 可 表示 成 下 面 形式 : 
L.=[L, 4]. (4) 


特别 是 ,我 们 有 

SpL=0, SpLi~H=F,, SpLi~= F(x, Pp). (5) 
积分 F(x,p) 是 对 合 的 ;并且 系 统 (2) 是 完全 可 积 的 .由 于 积分 
互 一 有 和 FF 的 对 合 性 ,相应 的 哈密 顿 系统 作为 相 空间 (x, p) 
的 变换 群 是 对 易 的 ，KpaqeBep 曾 发 现 中 同 KII 方程 颇 有 兴趣 
的 联系 。 在 相 空 间 (xz ，-…… ，xn， Pi， "> pos) 中 ， 我 们 将 研 
究 具 有 哈密 顿 量 为 妃 一 F, 和 FF, 的 流 的 双 参 数 轨道 


Or; _ OF Op; OF, 
Dri Op; Or, Or; > 
(6) 
Ox; OF, OP: OOF, 
Or, Op; Or, Br 
从 而 确定 出 函数 Xi(T1s T2), pi(T1, 72) 。 让 我 们 作 一 下 对 比 : 
和 1 一 > 》, T2 > i, (7) 


重要 命题 (Kpndesep 定理 )， 当 
u = —2D) [ro zy, 2) 


i 
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时 ,得 到 形 如 (4.10) 的 解 ， 其 中 极点 x; 相对 于 y 一 ,的 运动 
是 借助 于 具有 哈密 顿 量 甩 一 FF, 的 系统 (2), 而 相对 :1 一 的 
运动 是 借助 于 哈密 顿 量 为 ;的 系统 ， 这 种 解 乃 是 x 的 全 部 
有 理解 , 当 |x| 一 oo 时 ,这 种 解 是 衰减 的 。 所 叙述 的 这 一 命 
题 乃 是 一 系列 研究 的 最 终结 果 。 早 在 1974 年 就 找到 了 Kdv 
的 最 简单 的 非 简 并 双 带 解 , 这 种 解 可 化 成 桶 图 上 范 数 , 并 且 存 在 
带 有 非 线 性 关联 位 相 的 三 个 极 浅 水 波 之 和 的 形式 24， 
u(x, 1) = 2 (+ — alt)) + 2 (x — 5(7)) 
+ 28(x — cl(#)). 
其 中 ，a、5b、e 的 形式 由 第 二 章 $510 中 给 出 (参看 第 二 章 公 式 
(10.13)). 这 些 解 可 简 并 为 * 的 有 理解 ,这 是 因为 维尔 斯 特 拉 
斯 水 数 名 (x) 可 简 并 成 x+”?。 其 次 , 在 [25] 中 曾 发 现 了 , KdV 
的 有 理解 同 直线 上 的 粒子 系统 (2) 之 间 的 内 在 联系 并 找到 了 
当 |x| 一 co 时 衰减 的 全 部 有 理解 。 所 有 这 些 解 都 是 有 限 带 
解 的 篇 并 化 并 有 下 面 形式 : 
了 一 a+. (8) 

同 粒 子 系 统 的 关系 是 这 样 的 ， 形 如 (8) 的 函数 u(x,1) 当 
且 仅 当 在 下 面条 件 下 才能 满足 KdV 方程 ，a) 22 一 4d(Cd- 十 1); 
b) 集合 [xi)， -xs(t0)，pi(10)，*… pn(4)] 旋 是 哈密 顿 
量 (2) 的 稳定 相 点 , 即 gradH 一 0; c) 关于 变量 1, 量 x;G) 力 
是 具有 了 哈密 顿 量 F(x, p) 的 哈密 顿 系统 的 解 . 

过 了 不 多 久 , 在 [26] 中 也 得 到 了 这 些 结果 ,同时 在 [26] 中 
把 分 开动 力 系 统 同 解 n(x+, 1) 的 极点 运动 之 间 的 联系 照搬 到 
Burgers-Hopt 方程 中 去 ,并 且 就 有 关 这 种 联系 的 问题 本 身 从 更 
普遍 的 角度 作 了 讨论 。 最 后 ,在 综合 评述 [18] 中 (参看 文中 的 
最 后 评注 ), 给 出 了 上 面 提 到 过 的 关于 KII 方程 形 如 (1) 的 解 
的 定理 ,这 一 定理 是 开拓 文章 [25, 26] 的 自然 归宿 。 
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实际 上 ,如 果 KII 方程 形 如 (1 的 解 wx(z，y， 力 与 ?无 关 
的 话 , 那 么 这 种 解 就 归结 为 KdV 的 解 . 由 于 KRpaqeBep 定理 ， 
这 也 就 等 于 说 相 点 (x, p) 应 是 哈密 顿 量 (2) 的 稳定 点 ， 不 过 
这 种 说 蕉 仅 当 满足 等 式 ?2 一 dd 十 1) 时 才 成 立 。 这 样 一 
来 ， 对 于 同 >》 无 关 的 解 来 说 。Kprndesep 定理 便 归 结 为 文章 
[25 ,26] 的 结果 .构造 有 理解 (8) 乃 是 上 面 论 述 的 用 Baker- 
AxHesep 函数 来 构造 KII 方程 解 的 程序 的 自然 退化 。 黎 曼 曲 
面 了 力 是 该 情形 中 的 坐标 为 &、 点 户 一 co 的 有 理 曲 面 ( 黎 受 
球面 )。 Baker-Axresep 下 数 寻求 为 下 面 形式 : 

ss od = [+ |e, (9) 
式 中 aj 对 于 六 是 有 理 的 . 在 这 种 情形 中 ,依照 普遍 公式 (6.47) 
按 函 数 中 所 求 出 的 函数 x(x, y,:) 具有 (8) 这 种 形式 。 如 果 
yg 用 标量 线性 算 子 (6.2) 加 以 零 化 ,那么 这 种 函数 满足 KIIT 方 
程 。 计 值 结果 表明 , 当 且 仅 当 和 卸 阵 (37 满 足 方 程 (4) 时 ,函数 几 
才能 被 算 子 68/68y 一 M 加 以 零 化 。 从 而 极点 zx 的 集合 借助 
于 (2) 依赖 于 y。 当 且 仅 当 极点 x; 关于 z 的 运动 是 借助 于 具 
有 哈密 顿 量 为 F,(5) 的 哈密 顿 系统 时 ， 函 数 上 才能 被 算 子 
8/3x 一 4 加 以 零 化 . 


$ 8. 在 黎明 曲面 上 面 全 纯 向 量 的 纤维 表示 方法 .精确 解 中 的 
函数 参数 


KII 方程 拥有 广泛 一 类 依赖 于 若干 数量 的 任意 单 变量 x 
函数 的 精确 解 ， 其 中 一 类 ,在 85 中 曾 描述 过 , 它 是 从 “ 穿 衣服 
方法 ”得 到 的 ， 这 里 我 们 还 将 写 出 一 种 获得 精确 解 的 方法 ,其 
中 这 些 精确 解 仍然 是 含有 任意 单 变量 * 的 函数 ， 这 种 方法 乃 
是 $6 中 所 描述 的 黎 受 曲面 方法 的 进一步 发 展 . 

和 在 $6 中 一 样 (参看 上 面 ), 让 我 们 来 研究 亏 格 g 之 1 的 
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黎 曼 曲面 T， 它 的 标记 点 为 P。， 并 且 在 附近 的 局 部 坐标 
zx 一 上 !。 我 们 的 目的 是 构造 $6 中 所 描述 的 类 似 于 向 量 的 
Baker-Axesep 中 国 数 ,一 (xy 区 P)， 其 中 79 一 1 …， 
1. 让 我 们 给 出 具有 下 面 这 样 一 些 性 质 的 (1X2) 矩阵 p(x,y， 
1:, ): 


2) 4 (1 和) 为 上 的 多 项 式 . 


~ [4 4 站， 和 一 X 一 
(1) 
b) bolxosyo,to,) = 1. 
我 们 给 出 曲面 了 上 的 点 集 71，*…*, Yrs 和 下 面 的 (1 一 1) 
维 向 量 集 ; 
ou 一 《ao， 97)， CQ 一 (0 7)， 19 ™ (01g,g) 
我 们 将 构造 这 样 一 个 向 量 函数 4(x, y, 1, P), 使 得 它 在 
扩 yi 7z 处 存在 同 x,y, t 无 关 的 一 阶 极点 .我 们 用 gp? 
(x,y》, 1) 来 表示 分 量 r(x, y, zt, P) 在 极点 7; 处 的 留 数 ， 我 们 
要 求 , 对 于 一 定 的 7, 所 有 /个 留 数 pf(x,y, ?) 同 它们 的 其 中 
之 一 即 gy 成 比例 ,其 比例 系数 me 是 与 x+,y,t 无 关 的 常数 : 
pHx, y, 1) 一 oap! (x, y, 71). (2) 
当 P 一 Po (或 《一 吕 0) 了 时， 我 们 要 求 向 量 4(x, y, zt, P) 有 下 
面 渐 近 式 : 


p(x,y, 1 P) ~ (bot 2 si(x, > Dh ) wu; (3) 
式 中 5 一 (1, 0 ， 0:,……)， 而 其 余 的 ECx， y》， 1) 为 同 量 . 这 
种 同 量 应 数 p(x, y, 1, P) 唯一 地 被 所 指出 的 解析 性 质 所 确 


定 .构造 这 种 冰 数 归结 为 奇异 积分 方程 组 的 解 ( 参 看 [19， 
20])， 仿 照 [20], 为 了 构造 KII 方程 的 解 ,我 们 按 以 下 方式 来 
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选择 矩阵 Ai = 中 入: 
1 二 1 的 情形 .这 种 情形 上 面 曾 研究 过 ,那里 曾 假 定 
A=k, A ke, A,— RR. (4) 
更 普 遍 的 是 下 面 形式 : 
A = *， A;=+ Ppl), 


As=B+ 3 p+y OP. 
2 a 


! 一 2 的 情形 . 当 :一 2 时 ,我 们 给 出 矩阵 人: 
or orerw o) 


(4 0) 


0 0 
人 一 di 一 中 十 ( p 0 +g (5) 


式 中 4 是 与 无关 的 矩阵 。 我 们 从 相 容 性 条 件 求 出 ，w 一 
uo(x*, 1) 与 ”无 关 , 并 满足 KdV 方程 (在 关于 PP 和 4 的 某 些 关 
系 下 )， 


3 
(6m 十 Ow) (6) 
Or 4 Ox Ox™ /3 
ox Ho 
4 2 
一 0 一 
2 toxx U0 Uox | 
4 2° 4 


对 1 一 2 来 说 ,这 就 给 出 构造 wo 的 可 能 性 . 
1 之 3 的 情形 ， 让 我 们 给 出 具有 下 面 形式 的 起 阵 4,: 


es。 307 。 


_ ..。 (7) 


R00-..£.-.0 /? 
4 一 6 十 4 一 6 十 qg， 已 一 下 了， 
式 中 PP 和 4 为 与 & 无 关 的 定 阵 . 
在 7 二 3 的 情形 下 , 我 们 假定 4 一 0. 我 们 从 条 件 (1) 求 
出 z,*…*, Ui-z。 当 ! 一 3 有 时, 这些 条 件 归 结 为 下 面 事实 : 两 
个 阔 数 ww, w 与 t 无 关 , 而 在 ? 和 9 的 某 些 关系 下 , 即 


”一 一 人 0 0 
2 ti 
4 一 0， 户 一 to 3 本 0 (8) 
2 1x ud 
十 oz 一 3 Hixx Ho 一 2 本 


函数 对 儿 wm, ww 满足 关于 *, y 的 Boussinesq 方程 ( 即 与 二 无关 
的 KII 方程 )， 由 此 得 到 ! == 3 情形 的 矩阵 4 的 形式 。 对 所 
有 /人 2 的 情形 来 说 ,在 最 简单 的 例子 中 (这 些 例子 绝对 不 是 
平凡 的 ) 可 以 假定 

A=k, A gl, A,= ki. (9) 
如 果 矩 阵 4,，4，，43 选 作 (4) 一 (7) 的 形式 ， 那 么 所 有 网 量 画 
数 g(x, y，1, 了 P) 被 下 面 形 式 的 标量 线性 算 子 零 化 : 


2 
(2 M0, 一 M 一 -过 
Oy Ox’ 


十 My 


( 吧 一 4)e 一 0， (10) 


-二 
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A 2( so 
Ov 4 Ox 
所 以 由 于 (10), (uw, w) 对 儿 满 足 用 标 度 变换 可 化 成 (1.4) 形 式 
的 KII 方程 。 
这 样 一 来 ,我们 得 到 构造 KII 方程 精确 解 的 一 种 方法 ,这 
些 精确 解 是 由 下 面 集合 来 确定 的 : 
a) 具有 标记 扣 Po 二 oo 及 靠近 Po 处 局 部 参数 为 xz = 
的 黎 曼 曲面 工 ; 
_b) 曲面 T 上 的 点 集 7X,,…, 71s 以 及 (L 一 1) 维 向 量 
集 a,,* ,as; 
c) 矩阵 41,，4;，A;, 这 些 矩 阵 是 由 若干 数量 的 x 的 任意 
浮 数 来 确定 的 ， 它 们 对 y，z 的 依赖 关系 由 相 容 方程 (1) 来 确 
定 . 
让 我 们 重新 研究 ! 二 1 的 情形 。 从 形 如 (4) 的 年 阵 4; 所 
得 到 的 KI 方程 的 所 有 解 ,归结 为 这 样 一 些 解 , 即 用 变换 


u 一 n(t) 十 x (= 一 三 v(t), y»> 1 )， 


+ wx) 十 二 oo 
Ox 4 


4 dr dy (11) 
wwts) a’ J ™ A(t), 
在 党 数 4; 一 《 情形 下 , 这 种 解 是 已 经 研究 过 的 。 变换 (11) 
拥有 下 述 性 质 : 它 把 KII 的 解 转 变 成 对 任何 函数 wx, w 而 言 
的 KII 的 解 .特别 是 ,由 此 还 得 到 ,为 了 切合 (数学 上 的 确切 性 ) 
所 提出 的 柯 西 问 题 ， 必 须 在 所 有 ? 的 情况 下 ,使 函数 x、zw 保 
持 有 挤 . 
更 感 兴趣 的 是 ! = 一 2 的 情形 。 当 2! 一 2 时 ,集合 4 是 由 
KdV 方程 的 一 个 解 xm(*， 幻 来 确定 的 . 
当 7 = 3 时 ,集合 4; 是 由 关于 变量 x, yy, wi 一 gz。，2wo 一 
Wx 一 Vy 之 Boussincsq 方程 ( 即 与 + 无 关 的 KI 方程 ) 的 一 个 
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解 V(x, y) 来 确定 的 . 

其 次 ,如 果 所 有 函数 uj 恒 等 于 零 的 话 , 那 么 得 到 的 KI 方 
程 之 解 实质 上 将 是 所 有 三 个 变量 x, y, 1 的 函数 . 

让 我 们 研究 最 初 的 简 并 情形 ,了 在 这 种 情形 中 存在 “二 重 
点 ”类 型 的 奇异 性 ，4 一 请 ，4 一 尼 ，4 于， 三 0. 问 
量 (x, y, 1!,K%) 有 下 面 形式 : 

(xX, Vi 
pb— (s+ bE 0 2) wu， 
porpo! 一 A,, (12) 
Popo = A,, oil = A,;; z 

式 中 5 一 (1 0 0) 及 aj 二 (an, ,aj1) 答 为 阿 量 ， 
同样 给 定 (一 1) 维 向 量 集 : mm ……，aie。 对 于 解 n(x，y, 7) 
来 说 ,从 (10) 应 得 到 下 面 公式 ; 


u(x, y, 1) = —2 鱼 (> on ) (13) 


在 二 重点 kn ~ kr 处 ,我 们 要 求 满足 下 面 等 式 : 
px, 7，1> Eri) 一 (x, yy, i, kn), 


r= 1],2,...,p. (14) 
对 留 数 条 件 得 到 下 面 形式 
>), Or 一 ”Cr >, (ad ) 。 (15) 


一 1 一 1 


如 果 给 定 矩 阵 g(x, y、:,《*), 那么 线性 方程 (14),(15 ) 唯 一 
地 确定 出 ,在 /1 二 2 的 最 简单 情形 中 (4; 一 x'), 可 以 将 
po 取 作 下 面 形 式 : 
go 一 ec 名 ( 
式 中 9 一 R22(x 十 Ri). 
对 8 一 1, 1 一 2 的 情形 ,可 以 这 样 选取 参数 or, yy a, 使 
9 310. 


cosg ksing 
)， 49) 


— hsinO cos 昌 


得 产生 关于 *, y, : 的 周期 性 解 x(x, >， 纪 ,并 且 在 1?|> 和 的 
半 和 平面 上 ， 这 种 周期 性 解 对 所 有 x, i 之 值 都 不 存在 奇异 性 ， 
显然 , 当 g 一 1, i! 一 2 时 ,在 *、: 为 实 的 情形 下 ， 构 造 的 全 
部 解 都 有 奇异 性 . 对 8> 1 的 情形 ， 类 似 的 分 析 没 有 作 过 ， 
这 种 分 析 可 能 带 来 一 定 程度 的 计算 性 质 上 的 国难 ， 但 所 有 问 
题 可 用 初等 函数 求解 . 

黎 曼 曲面 T 没有 奇异 性 的 情形 困难 更 大 。 根 据 文章 [19] 
的 图 象 ， 计 算 类 似 向 量 的 Baker-Axaesep 函数 归结 为 圆周 上 
奇异 积分 方程 系统 的 解 ， 并 且 很 明显 不 能 化 简 。 由 于 这 个 
原因 ,文章 [20] 采 用 另外 一 种 方法 来 计算 KII 方程 的 解 x(x， 
y，1)， 这 种 方法 乃 是 关于 布 洛 赫 函 数 咱 的 极点 Yi ,Yi 之 
方程 ( 即 在 第 二 章 $4 ,$5 中 所 得 到 的 这 种 方程 ) 的 推广 ， 我 
们 还 要 注意 到 ,在 上 面 确定 出 的 类 似 向 量 的 Baker-Axne3ep 函 
数 几 中 , 也 同 第 二 章 $4，§5 中 的 薛 定 刘 算 子 之 布 洛 赫本 征 函 
数 上 一样 , 含有 “ 归 一 化 点 ”(《xo,yo，to)。 将 这 种 归 一 化 点 加 
以 变形 ,就 可 以 得 到 量 7,,…:, yz 以 及 (一 1) 维 向 量 集 
cx ,Qlg 对 参数 xo, yo, 的 依赖 关系 。 这 种 依赖 关系 由 党 
微分 方程 确定 ， 其 中 y, a 以 及 量 x (x,y, !) 本 身 包 含 在 这 种 
方程 的 右边 .。 在 & 一 1, 1 一 2 的 最 简单 的 非 平凡 情形 中 , 这 
些 方 程 有 下 面 形式 (局 部 参数 x 是 最 简单 的 ): 


yj 一 (一 1)5o 一 a)- ry ~ 1 
yi 一 (一 1) 和 4 (< + ao) (o — oa), 


ois — ott ulxs ys 0) + (I) B77), (17) 
Oiy = v(x, 7 5 2). 
式 中 一 1,.2，wui 一 Qu 一 Qn， 并 用 x,y,t 代替 了 xo， 
yos 0，2vx 一 Wy， 员 人 为 
DH(7; CO— 7) + 8(—72) — $s(—7), (18) 
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在 此 式 中 ， 一 外 一 钨 (2), (名 ?一 4%’: 十 ga 十 8 多 (2) 
为 维尔 斯 特 拉 斯 椭圆 消 数 (参看 [27])， 完 全 可 以 忘记 系统 
《17) 的 “来 源 ”， 由 于 系统 (17), 涵 数 u(x, y, 1) 满足 KII 方 
程 。 我 们 利用 (17) 引 入 下 面 表示 : 
Ti y+ c(r, 71), T= yy — c(r, 7) 十 co， 
w(x, Eo x(x,1)= a— 0&, (19) 
u(x ys) 一 a — + p(xr, 1), 
采用 新 的 表示 我 们 得 到 
Ce—= 2 !, sr = 103 一 2D(y, c), 
ws — 一 和 一 5 + 29(z 1) cr is — p). (20) 
让 我 们 注意 到 ， 由 于 加 法 定理 四, 0 一 0 十 久 与 ?无 关 。 
我 们 把 ww 表达 式 ( 通 过 z:) 代 人 到 wx 的 方程 中 ， 从 这 些 方程 
便 得 到 : 
4p(z， 攻 一 (1 十 3czo)cz + 40 — 2errrcs!, 
8x(x，yy zi) 一 (c 一 1)cz2 十 80Oc 
十 4c2(®, 一 22) 一 2c crl， 《21) 
8c 一 3cz(1l 一 czz) — 40cs 十 2crrr 
量 CO(c， co) 一 2 二 g@ 与 ?无 关 。(21) 的 任何 一 个 解 生 成 
KII 方程 的 解 xz，7， 门 。 如 果 z 关 0 和 cx: 一 zs 盖 0, 那么 
关于 * 的 周期 性 光滑 函数 c(*, *) 生成 对 y 成 周期 性 而 对 x 
成 准 周 期 性 的 解 x(x, y, 四 ,并 且 这 种 解 没 有 奇异 性 ,(21) 的 
形 如 clzx 十 ab) 的 解 生 成 形 如 w(x 士 az, y) 的 孤子 . 为 了 
找到 这 些 孤子 ”, 我 们 应 解 方程 c, = 一 ac:。 在 这 种 情形 中 可 
以 研究 方程 (21)。 我 们 将 < 取 作 独立 变量 来 代替 x，。 并 作 代 
换 z 一 hp (c). 我 们 从 方程 (21) 得 到 
hh — 《1) ， 
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其 中 9(c) 为 周期 狂 函 数 。 丈 (4) 的 图 解 ， 对 a 志 0 如 图 27 
所 示 , 而 对 o>0 如 图 28 所 示 。 

定性 分 析 可 以 得 出 以 下 结论 : 2) 从 某 一 个 “ 阅 ”a 之 
ao 之 0 开始 ,方程 (22) 总 是 处 处 存在 非 零 周期 性 解 ; 所 以 出 现 
“孤子 "或 者 出 现 对 于 x, y, : 成 周期 性 的 和 非 奇 异 的 “ 极 浅水 
波 ”u(x 十 at, y); b) 对 sa< 委 0 情形 ; 当 ( 而 且 仅 当 ) 点 2 一 0 
位 于 周期 性 势 8 的 第 一 个 点 谱 以 下 时 , 则 方程 (22) 处 处 有 非 
零 周 期 性 解 ,也 即 方程 4 一 09h 处 处 有 非 零 解 。 正 是 这 种 情 
形 才 产生 KII 方程 没有 奇异 性 的 解 u(x 十 at y). 


图 27- ”对 速度 a 委 0 的 情形 ， 图 28. 对 速度 4 >> 0 的 情形 ， 
势 WW 的 非 线 性 部 分 . 势 厂 的 非 线性 部 分 . 


求 出 c(x) (其 中 cs 一 如 (ce)), 然后 再 利用 公式 (21) ,我 
们 便 从 (22) 得 到 KIIl 的 解 。 利 用 298 一 299 页 所 指出 的 变 
换 ， 我们 得 到 具有 任意 方向 的 解 w(x 二 au， yy 十 62). 令 人 
惊异 地 发 现 , 在 求解 方程 (17) 过 程 中 产生 的 量 c(x, z) 满足 
KdV 类 型 的 非 绕 性 方程 (21)。 我 们 知道 , 这 种 方程 应 该 “ 隐 
项 同 构 于 普通 的 KdV 方程 ,因为 正 象 上 面 提 到 过 的 那样 , 包 
含 在 解 的 最 初 结 构 中 (包含 在 矩阵 各 中 ) 的 函数 参数 x(x， 放 
满足 通 肖 的 KdV 方程 . 但 这 种 同 构 迄 今 还 没 能 研究 透彻 。 
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$ 9. 关于 周期 性 Toda 链 的 若干 注释 


在 第 一 章 $7 中 所 研究 的 Toda 链 ， 乃 是 具有 同样 质量 
(m 一 1) 的 粒子 集合 。 这 些 粒 子 位 于 一 条 直线 上 ， 它 们 所 在 
点 的 坐标 为 上 十 x。(* 为 整数 ).Toda 链 的 哈密 顿 量 有 下 面 形 
式 : 


H(z,P)— Dot expe — xo). (1) 
Tod， 链 允许 Lax 型 表象 (参看 [28,29]) ,其 中 工 为 苹 定 户 算 


子 的 差分 类 似 物 。 对 算 子 工 的 谱 问 题 有 下 面 形 式 : 
Ly(n, E) Eg(n, E) 一 vnp ln, E) 


+ cipln 一 1, E) + cpln + 1, E). (2) 
对 周期 情形 我 们 有 
Xn Vn VntNS CantN ~ Cp 一 exp (xn 一 Xn_1)} (3) 


对 谱 带 的 确定 同 在 第 二 章 $1 中 的 作法 相同 。 许多 作者 曾 指 
出 ， 对 Toda 周期 性 链 的 研究 完全 类 似 于 KdV 方程 有 限 带 
解 的 理论 (例如 ,参看 综合 评述 [6])。 这 种 结论 同样 也 与 许多 
其 它 一 些 系 统 , 非 线性 茉 定 启 方程 、sin-Gordon 等 等 有 关 ， 同 
时 注意 下 面 这 一 情况 是 有 益 的 : 分 立 Toda 链 类 型 的 系统 不 
同 于 KdV、 非 线性 薛 定 订 方 程 、sin-Gordon 等 等 类 型 的 连续 
系统 。 正 象 在 第 二 章 曾 多 次 指出 过 的 那样 ,对 于 KdV 方程 有 
限 带 解 的 理论 来 说 ,， 令 人 感 兴趣 的 性 质 之 一 乃 是 在 准 膨 期 性 
解 之 中 实际 不 可 能 有 效 分 解 出 关于 x 的 且 具 有 给 定 周期 的 
周期 性 解 。 ”> 带 苹 定 庇 算 子 工 之 带 的 边界 集合 Eo, ……，, E;， 
形成 超 顶 圆 黎 受 曲面 : 
”= [| (CE 一 有 7. 


对 于 差分 算 于 工 来 说 ,分 离 出 具有 整数 周期 N 的 周期 情 
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形 是 切实 可 行 的 . 与 具有 整数 周期 的 Toda 链 相 对 应 的 一 
类 黎 曼 曲面 是 这 样 的 : 

k++ pp! = 2Py(E), (4) 
式 中 P(E) 为 N 次 多 项 式 ， 这 样 的 黎 曙 曲面 可 以 通过 算 闻 
二 之 市 的 边界 E。 给 出 


2N 


w= [| (E— E,)= [Pv(E) + 1][PN(E)—1], (5) 


好 一 1 


式 中 2PN(E) 为 么 模 和 矩阵 的 迹 ( 把 公式 (4) 和 (5) 同 公式 
(2.1.10) 加 以 比较 ,这 里 Pw 一 ar). 考虑 到 综合 评述 [6] 中 
(参看 第 三 章 $1) 对 于 Toda 链 公 式 的 某 种 不 确切 性 ， 因 此 ， 
我 们 仿照 [30] 给 出 下 面 公 式 : 

vl) [In0(xU + 1V + Wt) 


— ln6((n — 1)U +iV + Wt)), (6) 
O(nU++V+ wr-) 
O(nU iiV + Wr') 
OC(m— DUVU+tV+ WwW- ) (7) 
CO — 0+tV+ wt) 
式 中 U,V, W 为 某 些 向 量 。 很 容易 用 和 KdVv 理论 同样 的 精 
确 度 来 算出 这 些 向 量 ， 

这 一 结论 也 同样 和 一 般 直 线 上 的 差分 算 子 有 关 (参看 
[30, 31])。 当然， 同 连续 情形 完全 类 似 的 也 可 以 研究 一 般 的 
准 周期 情形 . 

附注 。 为 了 参考 起 见 , 我 们 也 指出 Flaschka. H.，Mclau- 
qhlin 卫 , W. 的 文章 (Progr. Theor. Phys.，1976，v. 53) 的 优 
美 结果 ， 他 们 的 这 一 结果 即 同 KdV 有 限 带 理论 有 关 也 同 
Toda 局 期 链 有 关 : 与 环 面 " 角 ”( 可 从 0 变化 到 2x) 共 元 的 作 
用 变量 有 这 样 的 形式 , 即 在 禁 带 范围 中 , 它 等 于 函数 |ax 一 1| 
图 形 下 面 的 面积 ， 


lnc,(t) 一 ln 
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